
 

 : ניתוח איכותי בשימוש מעשיסדר שנימשוואה דיפרנציאלית מ .4

  :מיוצגת על ידי המשוואה הדיפרנציאלית (Gun Barrel) המערכת הדינמית של תותח ירי

𝑦̈ + 𝑦 = 𝐹(𝑡) 

מוצג על ידי   ,הנובע ממהלומת ההדף ,הכוח המאלץמתאר את משרעת התנודה של התותח ו 𝑦(𝑡)כאשר  

  :הפונקציה

𝐹(𝑡) = {1 −
𝑡

𝜋
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

0 𝑡 > 𝜋
 

𝑦(0) מצב מנוחה קודם לירי, כלומר תנאי ההתחלה הםב נמצאתמערכת התותח  = 0 , 𝑦̇(0) = 0  . 

0בקטע הזמן הראשון  ,𝑦(𝑡) ,כתלות בזמן התותח העתקמצא/י את  'נק 13 .א ≤ 𝑡 ≤ 𝜋. 

𝑡עבור   𝑦(𝑡)מצא/י את  'נק 12 .ב > 𝜋    תוך דרישת רציפות וגזירות הפתרון בנקודה𝑡 = 𝜋. 

 

 : א' פתרון 

𝑦̈ + 0𝑦̇ + 𝑦 = 𝐹(𝑡) 

 המשוואה האופיינית והפתרון ההומוגני: 

𝜆2 + 1 = 0       =>           𝜆1,2 = 0 ± 𝑖     =>       𝛼 = 0      ,       𝛽 = 1 

𝑦ℎ = 𝑒0𝑡(𝐶1 cos 1𝑡 + 𝐶2 sin 1𝑡)        =>         𝑦ℎ = 𝐶1 cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡 

𝜋כאשר    < 𝑡  ,  F(t) =  : המשוואה הדיפרנציאלית הנתונה היא הומוגניתואז  0

𝑦̈ + 0𝑦̇ + 𝑦 = 0 

 , ז"א: שקיבלנו לעיל  𝑦ℎ  הפתרון ההומוגני  לכן   יהיההכללי  פתרונה 

𝑦 = 𝑦ℎ = 𝐶1 cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡 

0כאשר   ≤ 𝑡 ≤ 𝜋      ,F(t) ≠  . ההומוגני  פתרון ל  שאותו נוסיף  פתרון פרטי מתאים  חפש יהא עלינו ל  לכן עבור פרק זמן זהו 0

 . בעמוד הבא עסוק נ בכך



 

 

𝑄(𝑡) = (1 −
𝑡

𝜋
) ∙ 𝑒0∙𝑡  , 𝛼 = 0 ≠ 𝜆1,2   =>    𝑠 = 0   =>     𝑦𝑝 = 𝑡0(𝑎𝑡 + 𝑏)𝑒0∙𝑡 

 

𝑦𝑝 = 𝑎𝑡 + 𝑏      =>         𝑦̇𝑝 = 𝑎        =>          𝑦̈𝑝 = 0 

𝑦̈𝑝 + 0𝑦̇𝑝 + 𝑦𝑝 = 1 −
𝑡

𝜋
    => 

0 + 𝑎𝑡 + 𝑏 = 1 −
𝑡

𝜋
       =>       {

𝑎 = −1/𝜋
𝑏 = 1         

     

𝑦𝑝 = −
1

𝜋
𝑡 + 1 

 

𝑦(𝑡) = 𝐶1 cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡 −
𝑡
𝜋

+ 1 

 
𝑦(𝑡) = 𝐶3 cos 𝑡 + 𝐶4 sin 𝑡 

,𝐶3) ני  שבפתרון הש  פרמטריםהערכי  לכן  ו  אינם זהים  הנ"ל בשני פרקי הזמן  תנאי ההתחלה  𝐶4 ) שבפתרון   מאלה  שונים יהיו

,𝐶1))   הראשון 𝐶2.  הפרמטרים האלה. כשנחשב את ערכי ניקח זאת בחשבון  בהמשך 

𝑦̇(0)אז היא  "א מהירותו , ז בהתחלה התותח במנוחהש  בשאלה כתוב = 𝑦(0)  הוא  גם   אז ו העתק .0 =  . ן הסתם, מ0

𝑦(𝜋+)  תנים באפס זמן(, מתקיים)מקום ומהירות אינם מש  רציפות פונקציות המקום והמהירותבשל  = 𝑦(𝜋)     ו-  𝑦̇(𝜋+) = 𝑦̇(𝜋) 

0עבור   ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 

𝜋עבור   < 𝑡   )'סעיף ב(  



 

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 

𝑦(𝑡) = 𝐶1 cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡 −
𝑡

𝜋
+ 1 

𝑦(0) = 0    =>      0 = 𝐶1 cos 0 + 𝐶2 sin 0 −
0

𝜋
+ 1     =>      0 = 𝐶1 + 1    =>     𝐶1 = −1 

𝑦(𝑡) =    − cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡 −
𝑡

𝜋
+ 1  

𝑦̇(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 + 𝐶2 cos 𝑡 −
1

𝜋
 

𝑦̇(0) = 0      =>         0 = 𝑠𝑖𝑛 0 + 𝐶2 cos 0 −
1

𝜋
        =>         𝐶2 =

1

𝜋
 

𝑦(𝑡) =   − cos 𝑡 +
1

𝜋
𝑠𝑖𝑛 𝑡 −

𝑡

𝜋
+ 1            =>            𝑦(𝜋) = − cos 𝜋 +

1

𝜋
𝑠𝑖𝑛 𝜋 −

𝜋

𝜋
+ 1 =  1 

𝑦̇(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 +
1

𝜋
𝑐𝑜𝑠 𝑡 −

1

𝜋
                          =>            𝑦̇(𝜋) = 𝑠𝑖𝑛 𝜋 +

1

𝜋
𝑐𝑜𝑠 𝜋 −

1

𝜋
=  −

2

𝜋
 

𝜋 < 𝑡 

𝑦(𝑡) = 𝐶3 cos 𝑡 + 𝐶4 sin 𝑡 

𝑦(𝜋+) = 𝑦(𝜋) = 1        =>          1 = 𝐶3 cos 𝜋+ + 𝐶4 ∙ sin 𝜋+        =>        𝐶3 = −1 

𝑦(𝑡) = − cos 𝑡 + 𝐶4 sin 𝑡 

𝑦̇(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 + 𝐶4 cos 𝑡 

𝑦̇(𝜋+) = 𝑦̇(𝜋) = −
2

𝜋
         =>         −

2

𝜋
= 𝑠𝑖𝑛 𝜋+ + 𝐶4 cos 𝜋+         =>         𝐶4 =

2

𝜋
 

𝑦(𝑡) = − cos 𝑡 +
2

𝜋
sin 𝑡 

 

 לסיכום

𝑦̈ + 𝑦 = 𝐹(𝑡) 

F(t) = {1 −
𝑡

𝜋
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

0 𝑡 > 𝜋
          →            𝑦(𝑡) = {

− cos 𝑡 +
1

𝜋
𝑠𝑖𝑛 𝑡 −

𝑡

𝜋
+ 1 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

− cos 𝑡 +
2

𝜋
sin 𝑡                 𝜋 < 𝑡

 



    y ¨ + y = F  ( t )


  y  ( t )


  F  ( t ) =  {    1 −   t  𝜋  0 ≤ t ≤ 𝜋   0  t > 𝜋


  y  ( 0 ) = 0


    y .  ( 0 ) = 0


  y  ( t )


  0 ≤ t ≤ 𝜋


  y  ( t )


  t > 𝜋


  t = 𝜋


    y ¨ + 0   y . + y = F  ( t )


    𝜆 2 + 1 = 0               = >                       𝜆  1 , 2 = 0 ± i           = >             𝛼 = 0             ,               𝛽 = 1


    y h =   e  0 t  (   C 1  cos ⁡  1 t +   C 2  sin ⁡  1 t )               = >                   y h =   C 1  cos ⁡  t +   C 2  sin ⁡  t


    y h =   e  0 t  (   C 1  cos ⁡  1 t +   C 2  sin ⁡  1 t )               = >                   y h =   C 1  cos ⁡  t +   C 2  sin ⁡  t


  𝜋 < t


  F(t) = 0


    y ¨ + 0   y . + y = 0


    y h


  y =   y h =   C 1  cos ⁡  t +   C 2  sin ⁡  t


  0 ≤ t ≤ 𝜋


  F(t) ≠ 0


    Q   ( t ) =  ( 1 −   t  𝜋 ) ∙   e  0 ∙ t     ,     𝛼 = 0 ≠   𝜆  1 , 2     = >       s = 0       = >           y  p =   t 0  ( a t + b )   e  0 ∙ t


    y  p = a t + b             = >                     y .  p = a                 = >                       y ¨  p = 0


      y ¨  p + 0     y .  p +   y  p = 1 −   t  𝜋         = >


      y ¨  p + 0     y .  p +   y  p = 1 −   t  𝜋         = >


  0 + a t + b = 1 −   t  𝜋               = >              {    a = − 1 / 𝜋   b = 1                    


    y  p = −  1  𝜋 t + 1


  0 ≤ t ≤ 𝜋


    y   ( t ) =   C 1  cos ⁡  t +   C 2  sin ⁡  t −   t  𝜋 + 1


  𝜋 < t


    y   ( t ) =   C 3  cos ⁡  t +   C 4  sin ⁡  t


    C 3 ,   C 4


  (   C 1 ,   C 2


      y .   ( 0 ) = 0


    y   ( 0 ) = 0


    y   (   𝜋 + ) =   y   ( 𝜋 )


      y .   (   𝜋 + ) =     y .   ( 𝜋 )


  0 ≤ t ≤ 𝜋


    y   ( t ) =   C 1  cos ⁡  t +   C 2  sin ⁡  t −   t  𝜋 + 1


    y   ( t ) =   C 1  cos ⁡  t +   C 2  sin ⁡  t −   t  𝜋 + 1


    y   ( 0 ) = 0         = >           0 =   C 1  cos ⁡ 0 +   C 2  sin ⁡ 0 −  0  𝜋 + 1           = >           0 =   C 1 + 1         = >           C 1 = − 1


    y   ( 0 ) = 0         = >           0 =   C 1  cos ⁡ 0 +   C 2  sin ⁡ 0 −  0  𝜋 + 1           = >           0 =   C 1 + 1         = >           C 1 = − 1


    y   ( t ) =       −  cos ⁡  t +   C 2  sin ⁡  t −   t  𝜋 + 1  


    y   ( t ) =       −  cos ⁡  t +   C 2  sin ⁡  t −   t  𝜋 + 1  


      y .   ( t ) =   s i n ⁡  t +   C 2  cos ⁡  t −  1  𝜋


      y .   ( t ) =   s i n ⁡  t +   C 2  cos ⁡  t −  1  𝜋


      y .   ( 0 ) = 0             = >                 0 =   s i n ⁡ 0 +   C 2  cos ⁡ 0 −  1  𝜋                 = >                   C 2 =  1  𝜋


      y .   ( 0 ) = 0             = >                 0 =   s i n ⁡ 0 +   C 2  cos ⁡ 0 −  1  𝜋                 = >                   C 2 =  1  𝜋


    y   ( t ) =     −  cos ⁡  t +  1  𝜋   s i n ⁡  t −   t  𝜋 + 1                         = >                         y   ( 𝜋 ) = −  cos ⁡  𝜋 +  1  𝜋   s i n ⁡  𝜋 −   𝜋  𝜋 + 1   =   1


    y   ( t ) =     −  cos ⁡  t +  1  𝜋   s i n ⁡  t −   t  𝜋 + 1                         = >                         y   ( 𝜋 ) = −  cos ⁡  𝜋 +  1  𝜋   s i n ⁡  𝜋 −   𝜋  𝜋 + 1   =   1


      y .   ( t ) =   s i n ⁡  t +  1  𝜋   c o s ⁡  t −  1  𝜋                                                     = >                           y .   ( 𝜋 ) =   s i n ⁡  𝜋 +  1  𝜋   c o s ⁡  𝜋 −  1  𝜋 =   −  2  𝜋


      y .   ( t ) =   s i n ⁡  t +  1  𝜋   c o s ⁡  t −  1  𝜋                                                     = >                           y .   ( 𝜋 ) =   s i n ⁡  𝜋 +  1  𝜋   c o s ⁡  𝜋 −  1  𝜋 =   −  2  𝜋


  𝜋 < t


  𝜋 < t


    y   ( t ) =   C 3  cos ⁡  t +   C 4  sin ⁡  t


    y   ( t ) =   C 3  cos ⁡  t +   C 4  sin ⁡  t


    y   (   𝜋 + ) =   y   ( 𝜋 ) = 1                 = >                   1 =   C 3  cos ⁡    𝜋 + +   C 4 ∙  sin ⁡    𝜋 +               = >                 C 3 = − 1


    y   (   𝜋 + ) =   y   ( 𝜋 ) = 1                 = >                   1 =   C 3  cos ⁡    𝜋 + +   C 4 ∙  sin ⁡    𝜋 +               = >                 C 3 = − 1


    y   ( t ) = −  cos ⁡  t +   C 4  sin ⁡  t


    y   ( t ) = −  cos ⁡  t +   C 4  sin ⁡  t


      y .   ( t ) =   s i n ⁡  t +   C 4  cos ⁡  t


      y .   ( t ) =   s i n ⁡  t +   C 4  cos ⁡  t


      y .   (   𝜋 + ) =     y .   ( 𝜋 ) = −  2  𝜋                   = >                 −  2  𝜋 =   s i n ⁡    𝜋 + +   C 4  cos ⁡    𝜋 +                 = >                   C 4 =  2  𝜋


      y .   (   𝜋 + ) =     y .   ( 𝜋 ) = −  2  𝜋                   = >                 −  2  𝜋 =   s i n ⁡    𝜋 + +   C 4  cos ⁡    𝜋 +                 = >                   C 4 =  2  𝜋


    y   ( t ) = −  cos ⁡  t +  2  𝜋  sin ⁡  t


    y   ( t ) = −  cos ⁡  t +  2  𝜋  sin ⁡  t


    y ¨ + y = F  ( t )


  F(t) =  {    1 −   t  𝜋  0 ≤ t ≤ 𝜋   0  t > 𝜋                     →                         y   ( t ) =  {    −  cos ⁡  t +  1  𝜋   s i n ⁡  t −   t  𝜋 + 1    0 ≤ t ≤ 𝜋   −  cos ⁡  t +  2  𝜋  sin ⁡  t                                    𝜋 < t


  F(t) =  {    1 −   t  𝜋  0 ≤ t ≤ 𝜋   0  t > 𝜋                     →                         y   ( t ) =  {    −  cos ⁡  t +  1  𝜋   s i n ⁡  t −   t  𝜋 + 1    0 ≤ t ≤ 𝜋   −  cos ⁡  t +  2  𝜋  sin ⁡  t                                    𝜋 < t

