
 

  ביה"ס הגבוה ע"ש שנקר
  

  5220קיץ  מועד א'  מבחן – משוואות דיפרנציאליות

   ומחשבון אישי. הסטודנט  שהוכנו על ידי חומר עזר המותר בשימוש: דפי נוסחאות תיים וחצי. שעמשך הבחינה: 

  .בּהַצְלָחָה השאלות הבאות. חמשמ ארבע יש לענות על 

   ראשוןמשוואה דיפרנציאלית מסדר  .1

אלית הבאה,  ילפתור את המשוואה הדיפרנציש 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦2−1

𝑥2+1
 נק'(.  10נק'( ויש לבדוק את הפתרון ולהראותו ) 15)  

 :  פתרון 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦2 − 1

𝑥2 + 1
      =>       

𝑑𝑦

𝑦2 − 1
=

𝑑𝑥

𝑥2 + 1
 

∫
𝑑𝑦

𝑦2 − 1
= ∫

𝑑𝑥

𝑥2 + 1
+ 𝐶 

1

𝑦2 − 1
=

1

(𝑦 + 1)(𝑦 − 1)
=

𝐴

𝑦 + 1
+

𝐵

𝑦 − 1
=

(𝐴 + 𝐵)𝑦 + 𝐵 − 𝐴

(𝑦 + 1)(𝑦 − 1)
    =>        {

𝐴 + 𝐵 = 0
𝐵 − 𝐴 = 1

   =>     {
𝐵 =

1

2
    

𝐴 = −
1

2

 

1

𝑦2 − 1
=

1

2
(

1

𝑦 − 1
−

1

𝑦 + 1
) 

1

2
∫ (

1

𝑦 − 1
−

1

𝑦 + 1
) 𝑑𝑦 = ∫

𝑑𝑥

𝑥2 + 1
+ 𝐶 

1

2
(ln|𝑦 − 1| − ln|𝑦 + 1|) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶 

1

2
ln |

𝑦−1

𝑦+1
| = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶     =>        ln |

𝑦−1

𝑦+1
| = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶1     =>     

𝑦 − 1

𝑦 + 1
= 𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥+𝐶1       =>        

𝑦 − 1

𝑦 + 1
= 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥          => 

𝑦 − 1 = 𝑦𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥           => 

𝑦(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥) = 1 + 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥         => 

𝑦(𝑥) =
1 + 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥
 



 

Check up the easy way: 

1

2
(ln|𝑦 − 1| − ln|𝑦 + 1|) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶 

1

2
∙

𝑑

𝑑𝑥
(ln|𝑦 − 1| − ln|𝑦 + 1|) =

𝑑

𝑑𝑥
(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶) 

1

2
(

𝑦′

𝑦 − 1
−

𝑦′

𝑦 + 1
) =

1

𝑥2 + 1
 

1

2
(

1

𝑦 − 1
−

1

𝑦 + 1
) 𝑦′ =

1

𝑥2 + 1
 

1

2
∙

2

(𝑦 + 1)(𝑦 − 1)
𝑦′ =

1

𝑥2 + 1
 

1

𝑦2 − 1
𝑦′ =

1

𝑥2 + 1
 

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦2 − 1

𝑥2 + 1
 

 

 

 

 

 

Check up the actual solution (the hard way): 

𝑦(𝑥) =
1 + 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥
 



 

Evaluating  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 : 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

𝑥2 + 1
∙ (1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥) +

2𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

𝑥2 + 1
(1 + 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)

(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 ∙ (1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥) + 2𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥(1 + 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)

(𝑥2 + 1)(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥(2)

(𝑥2 + 1)(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2
=  

4𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

(𝑥2 + 1)(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2
 

 

Evaluating 
𝑦2−1

𝑥2+1
 : 

𝑦2 − 1 =  
(1 + 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2

(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2
− 1 =   

(1 + 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2 − (1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2

(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2
 = 

=  
(1 + 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)(1 + 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 − 1 + 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)

(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2
  

=  
(2)(2𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)

(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2
     =       

4𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2
       => 

 
𝑦2 − 1

𝑥2 + 1
=

4𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

(𝑥2 + 1)(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2
 

 

Conclusion: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  

4𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

(𝑥2 + 1)(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2
 

𝑦2 − 1

𝑥2 + 1
=

4𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

(𝑥2 + 1)(1 − 𝐶2𝑒2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2
 

↓ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦2 − 1

𝑥2 + 1
  𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑, 𝐵𝑖𝑛𝑔𝑜! 



    d y  d x =     y 2 − 1    x 2 + 1


    d y  d x =     y 2 − 1    x 2 + 1             = >               d y    y 2 − 1 =   d x    x 2 + 1


   ∫    d y    y 2 − 1 =  ∫    d x    x 2 + 1 + C


   ∫    d y    y 2 − 1 =  ∫    d x    x 2 + 1 + C


   1    y 2 − 1 =  1   ( y + 1 )  ( y − 1 ) =   A  y + 1 +   B  y − 1 =    ( A + B ) y + B − A   ( y + 1 )  ( y − 1 )         = >                {    A + B = 0   B − A = 1       = >          {    B =  1 2           A = −  1 2


   1    y 2 − 1 =  1   ( y + 1 )  ( y − 1 ) =   A  y + 1 +   B  y − 1 =    ( A + B ) y + B − A   ( y + 1 )  ( y − 1 )         = >                {    A + B = 0   B − A = 1       = >          {    B =  1 2           A = −  1 2


   1    y 2 − 1 =  1 2  (  1  y − 1 −  1  y + 1 )


   1    y 2 − 1 =  1 2  (  1  y − 1 −  1  y + 1 )


   1 2  ∫   (  1  y − 1 −  1  y + 1 ) d y =  ∫    d x    x 2 + 1 + C


   1 2  ∫   (  1  y − 1 −  1  y + 1 ) d y =  ∫    d x    x 2 + 1 + C


   1 2  (  ln ⁡   | y − 1 | −  ln ⁡   | y + 1 | ) = a r c t g x + C


   1 2  (  ln ⁡   | y − 1 | −  ln ⁡   | y + 1 | ) = a r c t g x + C


   1 2  ln ⁡   |   y − 1  y + 1 | = a r c t g x + C           = >                ln ⁡   |   y − 1  y + 1 | = 2 a r c t g x +   C 1         = >


    y − 1  y + 1 =   e  2 a r c t g x +   C 1             = >                 y − 1  y + 1 =   C 2   e  2 a r c t g x                   = >


  y − 1 = y   C 2   e  2 a r c t g x +   C 2   e  2 a r c t g x                     = >


  y − 1 = y   C 2   e  2 a r c t g x +   C 2   e  2 a r c t g x                     = >


  y  ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) = 1 +   C 2   e  2 a r c t g x                 = >


  y  ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) = 1 +   C 2   e  2 a r c t g x                 = >


    y   ( x ) =   1 +   C 2   e  2 a r c t g x  1 −   C 2   e  2 a r c t g x


    y   ( x ) =   1 +   C 2   e  2 a r c t g x  1 −   C 2   e  2 a r c t g x


   1 2  (  ln ⁡   | y − 1 | −  ln ⁡   | y + 1 | ) = a r c t g x + C


   1 2 ∙   d  d x  (  ln ⁡   | y − 1 | −  ln ⁡   | y + 1 | ) =   d  d x  ( a r c t g x + C )


   1 2 ∙   d  d x  (  ln ⁡   | y − 1 | −  ln ⁡   | y + 1 | ) =   d  d x  ( a r c t g x + C )


   1 2  (     y ′  y − 1 −     y ′  y + 1 ) =  1    x 2 + 1


   1 2  (     y ′  y − 1 −     y ′  y + 1 ) =  1    x 2 + 1


   1 2  (  1  y − 1 −  1  y + 1 )   y ′ =  1    x 2 + 1


   1 2  (  1  y − 1 −  1  y + 1 )   y ′ =  1    x 2 + 1


   1 2 ∙  2   ( y + 1 )  ( y − 1 )   y ′ =  1    x 2 + 1


   1 2 ∙  2   ( y + 1 )  ( y − 1 )   y ′ =  1    x 2 + 1


   1    y 2 − 1   y ′ =  1    x 2 + 1


   1    y 2 − 1   y ′ =  1    x 2 + 1


    y ′ =   d y  d x =     y 2 − 1    x 2 + 1


    y ′ =   d y  d x =     y 2 − 1    x 2 + 1


    y   ( x ) =   1 +   C 2   e  2 a r c t g x  1 −   C 2   e  2 a r c t g x


    d y  d x  


    d y  d x =     2   C 2   e  2 a r c t g x    x 2 + 1 ∙  ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) +   2   C 2   e  2 a r c t g x    x 2 + 1  ( 1 +   C 2   e  2 a r c t g x )     ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2


    d y  d x =   2   C 2   e  2 a r c t g x ∙  ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) + 2   C 2   e  2 a r c t g x  ( 1 +   C 2   e  2 a r c t g x )   (   x 2 + 1 )    ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2


    d y  d x =   2   C 2   e  2 a r c t g x ∙  ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) + 2   C 2   e  2 a r c t g x  ( 1 +   C 2   e  2 a r c t g x )   (   x 2 + 1 )    ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2


    d y  d x =   2   C 2   e  2 a r c t g x  ( 2 )   (   x 2 + 1 )    ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2 =     4   C 2   e  2 a r c t g x   (   x 2 + 1 )    ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2


    d y  d x =   2   C 2   e  2 a r c t g x  ( 2 )   (   x 2 + 1 )    ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2 =     4   C 2   e  2 a r c t g x   (   x 2 + 1 )    ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2


      y 2 − 1    x 2 + 1


    y 2 − 1   =        ( 1 +   C 2   e  2 a r c t g x ) 2     ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2 − 1   =          ( 1 +   C 2   e  2 a r c t g x ) 2 −    ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2     ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2   =


  =      ( 1 +   C 2   e  2 a r c t g x + 1 −   C 2   e  2 a r c t g x )  ( 1 +   C 2   e  2 a r c t g x − 1 +   C 2   e  2 a r c t g x )     ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2  


  =      ( 1 +   C 2   e  2 a r c t g x + 1 −   C 2   e  2 a r c t g x )  ( 1 +   C 2   e  2 a r c t g x − 1 +   C 2   e  2 a r c t g x )     ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2  


  =      ( 2 )  ( 2   C 2   e  2 a r c t g x )     ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2           =               4   C 2   e  2 a r c t g x     ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2               = >


  =      ( 2 )  ( 2   C 2   e  2 a r c t g x )     ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2           =               4   C 2   e  2 a r c t g x     ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2               = >


        y 2 − 1    x 2 + 1 =   4   C 2   e  2 a r c t g x   (   x 2 + 1 )    ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2


        y 2 − 1    x 2 + 1 =   4   C 2   e  2 a r c t g x   (   x 2 + 1 )    ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2


    d y  d x =     4   C 2   e  2 a r c t g x   (   x 2 + 1 )    ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2


      y 2 − 1    x 2 + 1 =   4   C 2   e  2 a r c t g x   (   x 2 + 1 )    ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2


      y 2 − 1    x 2 + 1 =   4   C 2   e  2 a r c t g x   (   x 2 + 1 )    ( 1 −   C 2   e  2 a r c t g x ) 2


    d y  d x =     y 2 − 1    x 2 + 1     a s   r e q u i r e d ,   B i n g o !

