
ביה"ס הגבוה ע"ש שנקר

  5220קיץ  בוחן אמצע – משוואות דיפרנציאליות

   .שהוכן על ידך ללא חומר עזר פרט למחשבון אישי ודף נוסחאות. אחת בלבד  השע :נהמשך הבחי 

 

 על היצע וביקוש בכלכלה 

 : נתונים על ידי  בשוק מסוים מוצר ל 𝑄𝑑 (Demand) ביקושה( וSupply) 𝑄𝑠היצע כי ה נתון  

𝑄𝑑 = 14 − 3 ∙ 𝑃 , 𝑄𝑠 = −6 + 2 ∙ 𝑃 

 דיפרנציאלית הבאה: ה פי המשוואה על משתנה , tזמן  הלאורך  Pמחיר המוצר 

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 4 ∙ (𝑄𝑑 − 𝑄𝑠) , 𝑡 ≥ 0 

 נק'  𝑃(𝑡). 20ולקבל את הערך של פתור את המשוואה הדיפרנציאלית יש ל .א

𝑡מה משמעות הפתרון כאשר   .ב →  נק'  20. ? )משמעות כלכלית(∞

𝐾מתקיים ש:  ו Kמחיר המוצר הוא  t=0אם ברגע  .ג > 4 ; 𝐾 ∈ 𝑅𝑒𝑎𝑙  מהו ,𝑃(𝑡)  הגרף של  ומהו𝑃(𝑡)? 20  'נק 

 

 :  א' פתרון

𝑄𝑑 − 𝑄𝑠 = 14 − 3 ∙ 𝑃 − (−6 + 2 ∙ 𝑃) = 20 − 5𝑃 

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 4 ∙ (20 − 5𝑃)        =>          

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= −20(𝑃 − 4)       =>         

𝑑𝑃

𝑃 − 4
= −20𝑑𝑡     =>       

𝑑𝑃

𝑃 − 4
+ 20𝑑𝑡 = 0 

∫
𝑑𝑃

𝑃 − 4
+ 20 ∫ 𝑑𝑡 = 𝐶         =>            ln|𝑃 − 4| + 20𝑡 = 𝐶        =>         ln|𝑃 − 4| = 𝐶 − 20𝑡      => 

|𝑃 − 4| = 𝑒𝐶−20𝑡      𝑎𝑠𝑠𝑢𝑚𝑒  𝑃 > 4       =>        𝑃(𝑡) = 𝐶𝑒−20𝑡 + 4       𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑓𝑜𝑟 𝑃(𝑡) 

 

𝑡  עבור  מסעיף א' משמעות הפתרון ) ב' פתרון → ∞): 

lim
𝑡→∞

𝑃(𝑡) = lim
𝑡→∞

(𝐶𝑒−20𝑡 + 4) = 4         =>         𝑎𝑓𝑡𝑒𝑟 𝑎 𝑙𝑜𝑛𝑔 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑡ℎ𝑒 𝑝𝑟𝑖𝑐𝑒 𝑠𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑧𝑒𝑠 𝑜𝑛 𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 𝑜𝑓 4 

 התשובה היא כן. שוואה הדיפרנציאלית?מבלי לפתור את המגם לדעת זאת  יכולנוהאם 

) הנגזרות לפי זמןבהן מתאפסות  לכןהשינויים, בהן פוסקים מערכות מתייצבות בד"כ ולאחר זמן רב 
𝑑𝑓

𝑑𝑡
= 0)  : 

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 4 ∙ (𝑄𝑑 − 𝑄𝑠)                           𝑄𝑑 = 14 − 3 ∙ 𝑃              ,           𝑄𝑠 = −6 + 2 ∙ 𝑃 

lim
𝑡→∞

𝑃(𝑡)     =>         
𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 0         =>           4 ∙ (𝑄𝑑 − 𝑄𝑠) = 0         =>           𝑄𝑑 = 𝑄𝑠          =>         𝑃 = 4 



 :  ג' פתרון

𝐾מתקיים ש:  ו Kמחיר המוצר הוא  t=0אם ברגע  >  ?𝑃(𝑡)הגרף של  ומהו  𝑃(𝑡), מהו  4

 . פתרון פרטימאיתנו כאן מבקשים  , יפרנציאליתשוואה הדבסעיף א' מצאנו את הפתרון הכללי של המ

𝑃(𝑡) = 𝐶𝑒−20𝑡 + 4        =>         𝑃(0) = 𝐶 + 4       =>        𝐶 = 𝑃(0) − 4           𝑃(𝑡) = (𝑃0 − 4)𝑒−20𝑡 + 4 

𝑃0 = 𝑘      =>         𝑃(𝑡) = (𝐾 − 4)𝑒−20𝑡 + 4 

 

𝑃(𝑡) 

𝑡 

4 

𝑘 

𝑎𝑓𝑡𝑒𝑟 𝑎 𝑙𝑜𝑛𝑔 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑡ℎ𝑒 𝑝𝑟𝑖𝑐𝑒 𝑠𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑧𝑒𝑠 𝑜𝑛 𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 𝑜𝑓 4 



    Q  s


    Q  d


    Q  d = 14 − 3 ∙ P   ,     Q  s = − 6 + 2 ∙ P


    d P  d t = 4 ∙  (   Q  d −   Q  s )   ,   t ≥ 0


  P ( t )


  t → ∞


  K > 4   ; K ∈ R e a l


  P  ( t )


  P  ( t )


    Q  d −   Q  s = 14 − 3 ∙ P −  ( − 6 + 2 ∙ P ) = 20 − 5 P


    d P  d t = 4 ∙  ( 20 − 5 P )               = >                     d P  d t = − 20  ( P − 4 )             = >                   d P  P − 4 = − 20 d t           = >               d P  P − 4 + 20 d t = 0


    d P  d t = 4 ∙  ( 20 − 5 P )               = >                     d P  d t = − 20  ( P − 4 )             = >                   d P  P − 4 = − 20 d t           = >               d P  P − 4 + 20 d t = 0


   ∫    d P  P − 4 + 20  ∫  d t = C                   = >                        ln ⁡   | P − 4 | + 20 t = C                 = >                  ln ⁡   | P − 4 | = C − 20 t             = >


   ∫    d P  P − 4 + 20  ∫  d t = C                   = >                        ln ⁡   | P − 4 | + 20 t = C                 = >                  ln ⁡   | P − 4 | = C − 20 t             = >


   | P − 4 | =   e  C − 20 t             a s s u m e     P > 4               = >                 P   ( t ) = C   e  − 20 t + 4               i s   t h e   g e n e r a l   s o l u t i o n   f o r     P   ( t )


   | P − 4 | =   e  C − 20 t             a s s u m e     P > 4               = >                 P   ( t ) = C   e  − 20 t + 4               i s   t h e   g e n e r a l   s o l u t i o n   f o r     P   ( t )


  t → ∞


     lim  t → ∞ ⁡    P   ( t ) =    lim  t → ∞ ⁡   ( C   e  − 20 t + 4 ) = 4                   = >                 a f t e r   a   l o n g   t i m e   t h e   p r i c e   s t a b i l i z e s   o n   t h e   v a l u e   o f   4


    d f  d t = 0


    d P  d t = 4 ∙  (   Q  d −   Q  s )                                                         Q  d = 14 − 3 ∙ P                             ,                         Q  s = − 6 + 2 ∙ P


     lim  t → ∞ ⁡    P   ( t )         = >                   d P  d t = 0                   = >                     4 ∙  (   Q  d −   Q  s ) = 0                   = >                       Q  d =   Q  s                   = >                 P = 4


     lim  t → ∞ ⁡    P   ( t )         = >                   d P  d t = 0                   = >                     4 ∙  (   Q  d −   Q  s ) = 0                   = >                       Q  d =   Q  s                   = >                 P = 4


  K > 4


  P  ( t )


  P  ( t )


    P   ( t )


    P   ( t ) = C   e  − 20 t + 4                 = >                   P   ( 0 ) = C + 4               = >               C =   P   ( 0 ) − 4                         P   ( t ) =  (   P 0 − 4 )   e  − 20 t + 4


    P 0 = k             = >                   P   ( t ) =  ( K − 4 )   e  − 20 t + 4


    P 0 = k             = >                   P   ( t ) =  ( K − 4 )   e  − 20 t + 4


  a f t e r   a   l o n g   t i m e   t h e   p r i c e   s t a b i l i z e s   o n   t h e   v a l u e   o f   4


  k


  4


  t

