
 

 תודיפרנציאליערכת של משוואות מ .5

}   עליך לפתור את מערכת המשוואות 

𝑥̇ = 𝑦 + 𝑧
𝑦̇ = 𝑥 + 𝑧
𝑧̇ = 𝑥 + 𝑦

}         בהתקיים:          

𝑥(0) = 1
𝑦(0) = 2
𝑧(0) = 3

 

 : פתרון

{

𝑥̇ = 𝑦 + 𝑧   =>     𝑧 = 𝑥̇ − 𝑦
𝑦̇ = 𝑥 + 𝑧                                   
𝑧̇ = 𝑥 + 𝑦                                   

       =>         {
𝑥̇ − 𝑦̇ = 𝑦 − 𝑥
𝑥̇ − 𝑧̇ = 𝑧 − 𝑥
𝑦̇ − 𝑧̇ = 𝑧 − 𝑦

        =>         {
𝑥 + 𝑥̇ = 𝑦 + 𝑦̇
𝑥 + 𝑥̇ = 𝑧 + 𝑧̇
𝑦 + 𝑦̇ = 𝑧 + 𝑧̇

        =>      

𝑥 + 𝑥̇ = 𝑦 + 𝑦̇ = 𝑧 + 𝑧̇      =>      𝑥(𝑡) , 𝑦(𝑡) , 𝑧(𝑡) 𝑎𝑟𝑒 𝑎𝑙𝑙 𝑜𝑓 𝑠𝑎𝑚𝑒 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 𝑓𝑜𝑟𝑚 

 

{

𝑥̇ = 𝑦 + 𝑧
𝑦̇ = 𝑥 + 𝑧
𝑧̇ = 𝑥 + 𝑦

        =>         {

𝑧̇ = 𝑥̈ − 𝑦̇
𝑧̇ = 𝑦̈ − 𝑥̇
𝑧̇ = 𝑥 + 𝑦

          =>        {

𝑥̈ − 𝑦̇ = 𝑦̈ − 𝑥̇
𝑥̈ − 𝑦̇ = 𝑥 + 𝑦
𝑦̈ − 𝑥̇ = 𝑥 + 𝑦

      =>  

 

{
𝑥̇ − 𝑦̇ = 𝑦 − 𝑥
𝑥̈ − 𝑦̇ = 𝑥 + 𝑦

      =>     𝑥̈ − 𝑥̇ = 2𝑥        

           

{
𝑥̈ − 𝑥̇ − 2𝑥 = 0
𝑦̈ − 𝑦̇ − 2𝑦 = 0
𝑧̈ − 𝑧̇ − 2𝑧 = 0

     =>      {
𝜆2 − 𝜆 − 2 = 0
𝜆2 − 𝜆 − 2 = 0
𝜆2 − 𝜆 − 2 = 0

        =>        𝜆1 = −1     ,     𝜆2 = 2 

𝑄(𝑡) = 0     =>      𝐻𝑜𝑚𝑜𝑔𝑒𝑛𝑒𝑜𝑢𝑠 

 

𝜆1 ≠ 𝜆2          =>          𝑓ℎ = 𝐶1𝑒𝜆1𝑡 + 𝐶2𝑒𝜆2𝑡        =>        𝑓 = 𝑓ℎ = 𝐶1𝑒−𝑡 + 𝐶2𝑒2𝑡 

{

𝑥 = 𝐶1𝑒−𝑡 + 𝐶2𝑒2𝑡

𝑦 = 𝐶3𝑒−𝑡 + 𝐶4𝑒2𝑡

𝑧 = 𝐶5𝑒−𝑡 + 𝐶6𝑒2𝑡

         {
𝑥(0) = 1
𝑦(0) = 2
𝑧(0) = 3

        =>        {

1 = 𝐶1 + 𝐶2

2 = 𝐶3 + 𝐶4

3 = 𝐶5 + 𝐶6

  

{

𝑥 = 𝐶1𝑒−𝑡 + 𝐶2𝑒2𝑡

𝑦 = 𝐶3𝑒−𝑡 + 𝐶4𝑒2𝑡

𝑧 = 𝐶5𝑒−𝑡 + 𝐶6𝑒2𝑡

      =>      {
𝑥̇ = −𝐶1𝑒−𝑡 + 2𝐶2𝑒2𝑡

𝑦̇ = −𝐶3𝑒−𝑡 + 2𝐶4𝑒2𝑡

𝑧̇ = −𝐶5𝑒−𝑡 + 2𝐶6𝑒2𝑡

     

𝑥 + 𝑥̇ = 𝑦 + 𝑦̇ = 𝑧 + 𝑧̇    =>    3𝐶2𝑒2𝑡 = 3𝐶4𝑒2𝑡 = 3𝐶6𝑒2𝑡    =>    𝐶2 = 𝐶4 = 𝐶6  

{

𝑥 = 𝐶1𝑒−𝑡 + 𝐶2𝑒2𝑡

𝑦 = 𝐶3𝑒−𝑡 + 𝐶2𝑒2𝑡

𝑧 = 𝐶5𝑒−𝑡 + 𝐶2𝑒2𝑡

     =>       {
𝑥̇ = −𝐶1𝑒−𝑡 + 2𝐶2𝑒2𝑡

𝑦̇ = −𝐶3𝑒−𝑡 + 2𝐶2𝑒2𝑡

𝑧̇ = −𝐶5𝑒−𝑡 + 2𝐶2𝑒2𝑡

 



 

𝑧 = 𝑥̇ − 𝑦      =>    𝐶5𝑒−𝑡 + 𝐶2𝑒2𝑡 = −(𝐶1 + 𝐶3)𝑒−𝑡 + 𝐶2𝑒2𝑡     =>    𝐶5 = −(𝐶1 + 𝐶3) 

{

1 = 𝐶1 + 𝐶2            
2 = 𝐶3 + 𝐶2            
3 = −𝐶1 − 𝐶3 + 𝐶2

    =>       {
1 = −𝐶1 + 𝐶3  
1 = −𝐶1 − 2𝐶3

      =>        𝐶3 = 0 

{
−1 = 𝐶1   

2 = 𝐶2

0 = 𝐶3

  =>     𝐶5 = 1 

{
𝑥 = −𝑒−𝑡 + 2𝑒2𝑡

𝑦 = 0𝑒−𝑡 + 2𝑒2𝑡

𝑧 = 1𝑒−𝑡 + 2𝑒2𝑡

 

 



   {         x . = y + z     y . = x + z     z . = x + y


   {       x ( 0 ) = 1   y ( 0 ) = 2   z ( 0 ) = 3


   {         x . = y + z       = >         z =   x . − y     y . = x + z                                                                           z . = x + y                                                                      


   {      x . −   y . = y − x     x . −   z . = z − x     y . −   z . = z − y


   {    x +   x . = y +   y .   x +   x . = z +   z .   y +   y . = z +   z .


  x +   x . = y +   y . = z +   z .           = >             x   ( t )   ,     y   ( t )   ,     z   ( t )   a r e   a l l   o f   s a m e   g e n e r a l   f o r m


   {         x . = y + z     y . = x + z     z . = x + y


   {         z . =   x ¨ −   y .     z . =   y ¨ −   x .     z . = x + y


   {      x ¨ −   y . =   y ¨ −   x .     x ¨ −   y . = x + y     y ¨ −   x . = x + y


   {      x . −   y . = y − x     x ¨ −   y . = x + y


    x ¨ −   x . = 2 x


   {      x ¨ −   x . − 2 x = 0     y ¨ −   y . − 2 y = 0     z ¨ −   z . − 2 z = 0


   {         𝜆 2 − 𝜆 − 2 = 0     𝜆 2 − 𝜆 − 2 = 0     𝜆 2 − 𝜆 − 2 = 0


          𝜆 1 = − 1           ,             𝜆 2 = 2


    Q   ( t ) = 0           = >           H o m o g e n e o u s


    𝜆 1 ≠   𝜆 2                   = >                     f h =   C 1   e    𝜆 1 t +   C 2   e    𝜆 2 t               = >               f =   f h =   C 1   e  − t +   C 2   e  2 t


   {    x =   C 1   e  − t +   C 2   e  2 t   y =   C 3   e  − t +   C 4   e  2 t   z =   C 5   e  − t +   C 6   e  2 t


   {       x ( 0 ) = 1   y ( 0 ) = 2   z ( 0 ) = 3


   {    1 =   C 1 +   C 2   2 =   C 3 +   C 4   3 =   C 5 +   C 6


   {    x =   C 1   e  − t +   C 2   e  2 t   y =   C 3   e  − t +   C 4   e  2 t   z =   C 5   e  − t +   C 6   e  2 t


   {      x . =   − C 1   e  − t + 2   C 2   e  2 t     y . = −   C 3   e  − t + 2   C 4   e  2 t     z . = −   C 5   e  − t + 2   C 6   e  2 t


  x +   x . = y +   y . = z +   z .


  3   C 2   e  2 t = 3   C 4   e  2 t = 3   C 6   e  2 t


    C 2 =   C 4 =   C 6


   {    x =   C 1   e  − t +   C 2   e  2 t   y =   C 3   e  − t +   C 2   e  2 t   z =   C 5   e  − t +   C 2   e  2 t


   {      x . =   − C 1   e  − t + 2   C 2   e  2 t     y . = −   C 3   e  − t + 2   C 2   e  2 t     z . = −   C 5   e  − t + 2   C 2   e  2 t


  z =   x . − y


    C 5   e  − t +   C 2   e  2 t = −  (   C 1 +   C 3 )   e  − t +   C 2   e  2 t


    C 5 = −  (   C 1 +   C 3 )


   {    1 =   C 1 +   C 2                           2 =   C 3 +   C 2                           3 =   − C 1 −   C 3 +   C 2


   {    1 = −   C 1 +   C 3       1 =   − C 1 −   2 C 3


    C 3 = 0


   {    − 1 =   C 1         2 =   C 2   0 =   C 3


    C 5 = 1


   {    x = −   e  − t + 2   e  2 t   y = 0   e  − t + 2   e  2 t   z = 1   e  − t + 2   e  2 t

