
 

 משוואה דיפרנציאלית מסדר שני .3

𝑦̈   לפתור את המשוואה הדיפרנציאלית הבאה עליך + 𝑦 = 𝐹(𝑡)  כאשר  F(t) = {1 −
𝑡2

𝜋2
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

0 𝑡 > 𝜋
  

 שיכוך התותח מחובר לקפיצי  .כתלות בזמן ,(קדימה/התותח אחורההוא העתק   𝑦)  ירי עתבתּוֹתַח מתארת  ומשוואה ז 

זה, לשם הפשטות,   בתרגילשניות. - מיקרו לפרק זמן של  F(t)הירי כוח מאלץ  הדף מ כתוצאהפועל עליהם ש מסיביים

 .  ערך של יחידה אחתל קבוע הקפיץ ומסת התותח   ונקבעבנוסף,  (.0- שווה ל 𝑦̇  )המקדם של מרוסנת-מערכת לא נדונה

 בהתחלה התותח במנוחה. כדי להיות מוכנה לירי הבא.  (0- מה נשו 𝑦̇  )המקדם של  מרוסנתהמערכת  ,במציאות

 

 :  פתרון 

𝑦̈ + 0𝑦̇ + 𝑦 = 𝐹(𝑡) 

 המשוואה האופיינית והפתרון ההומוגני: 

𝜆2 + 1 = 0       =>           𝜆1,2 = 0 ± 𝑖     =>       𝛼 = 0      ,       𝛽 = 1 

𝑦ℎ = 𝑒
0𝑡(𝐶1 cos 1𝑡 + 𝐶2 sin 1𝑡)        =>         𝑦ℎ = 𝐶1 cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡 

𝜋כאשר    < 𝑡  ,  F(t) =  : המשוואה הדיפרנציאלית הנתונה היא הומוגניתואז  0

𝑦̈ + 0𝑦̇ + 𝑦 = 0 

 , ז"א: שקיבלנו לעיל  𝑦ℎ  הפתרון ההומוגני  לכן   יהיההכללי  פתרונה 

𝑦 = 𝑦ℎ = 𝐶1 cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡 

 

0כאשר   ≤ 𝑡 ≤ 𝜋      ,F(t) ≠  . ההומוגני  פתרון ל  שאותו נוסיף  פתרון פרטי מתאים  חפש יהא עלינו ל  זהזמן לכן עבור פרק ו 0

 . בעמוד הבא עסוק נ בכך



 

 

𝑄(𝑡) = (1 −
𝑡2

𝜋2
) ∙ 𝑒0∙𝑡  , 𝛼 = 0 ≠ 𝜆1,2   =>    𝑠 = 0   =>     𝑦𝑝 = 𝑡

0(𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑐)𝑒0∙𝑡 

 

𝑦𝑝 = 𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑐      =>         𝑦̇𝑝 = 2𝑎𝑡 + 𝑏        =>          𝑦̈𝑝 = 2𝑎 

𝑦̈𝑝 + 0𝑦̇𝑝 + 𝑦𝑝 = 1 −
𝑡2

𝜋2
    => 

2𝑎 + 𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑐 = 1 −
𝑡2

𝜋2
     =>      {

𝑎 = −1/𝜋2

𝑏 = 0
2𝑎 + 𝑐 = 1

       =>     𝑐 = 1 + 2/𝜋2 

𝑦𝑝 = −
1

𝜋2
𝑡2 + 0𝑡 + 1 + 2/𝜋2 

 

𝑦(𝑡) = 𝐶1 cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡 −
𝑡2

𝜋2
+ 1 +

2

𝜋2
 

 
𝑦(𝑡) = 𝐶3 cos 𝑡 + 𝐶4 sin 𝑡 

,𝐶3) ני  שבפתרון הש  פרמטריםהערכי  לכן  ו  אינם זהים  הנ"ל בשני פרקי הזמן  תנאי ההתחלה  𝐶4 ) שבפתרון   מאלה  שונים יהיו

,𝐶1))   הראשון 𝐶2. הפרמטרים האלה. כשנחשב את ערכי  ניקח זאת בחשבון המשך ב 

0עבור   ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 

𝜋עבור   < 𝑡  



 

𝑦̇(0)אז היא  "א מהירותו , ז בהתחלה התותח במנוחהש  בשאלה כתוב = 𝑦(0)  הוא  גם   אז ו העתק .0 =  . ן הסתם, מ0

𝑦(𝜋+)  תנים באפס זמן(, מתקיים)מקום ומהירות אינם מש  רציפות פונקציות המקום והמהירותבשל  = 𝑦(𝜋)     ו-  𝑦̇(𝜋+) = 𝑦̇(𝜋) 

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 

𝑦(𝑡) = 𝐶1 cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡 −
𝑡2

𝜋2
+ 1 +

2

𝜋2
 

𝑦(0) = 0    =>      0 = 𝐶1 cos 0 + 𝐶2 sin0 −
02

𝜋2
+ 1 +

2

𝜋2
     =>      0 = 𝐶1 + 1 +

2

𝜋2
    =>     𝐶1 = −(1 +

2

𝜋2
) 

𝑦(𝑡) =   − (1 +
2

𝜋2
) cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡 −

𝑡2

𝜋2
+ 1 +

2

𝜋2
    =     (1 +

2

𝜋2
) (1 − cos 𝑡) + 𝐶2 sin 𝑡 −

𝑡2

𝜋2
 

𝑦̇(𝑡) = (1 +
2

𝜋2
) 𝑠𝑖𝑛 𝑡 + 𝐶2 cos 𝑡 −

2𝑡

𝜋2
 

𝑦̇(0) = 0   =>      0 = (1 +
2

𝜋2
) 𝑠𝑖𝑛 0 + 𝐶2 cos 0 −

2 ∙ 0

𝜋2
     =>      𝐶2 = 0 

𝑦(𝑡) = (1 +
2

𝜋2
) (1 − cos 𝑡) −

𝑡2

𝜋2
         =>          𝑦(𝜋) = (1 +

2

𝜋2
) ∙ (1 − cos 𝜋) −

𝜋2

𝜋2
  =   

4

𝜋2
+ 1 

𝑦̇(𝑡) = (1 +
2

𝜋2
) 𝑠𝑖𝑛 𝑡 −

2𝑡

𝜋2
                    =>          𝑦̇(𝜋) = (1 +

2

𝜋2
) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜋 −

2𝜋

𝜋2
= −

2

𝜋
 

𝜋 < 𝑡 

𝑦(𝑡) = 𝐶3 cos 𝑡 + 𝐶4 sin 𝑡 

𝑦(𝜋+) = 𝑦(𝜋) =
4

𝜋2
+ 1        =>          

4

𝜋2
+ 1 = 𝐶3 cos 𝜋

+ + 𝐶4 ∙ sin 𝜋
+        =>        𝐶3 = −(

4

𝜋2
+ 1) 

𝑦(𝑡) = −(
4

𝜋2
+ 1) cos 𝑡 + 𝐶4 sin 𝑡 

𝑦̇(𝑡) = (
4

𝜋2
+ 1) 𝑠𝑖𝑛 𝑡 + 𝐶4 cos 𝑡 

𝑦̇(𝜋+) = 𝑦̇(𝜋) = −
2

𝜋
         =>         −

2

𝜋
= (

4

𝜋2
+ 1) 𝑠𝑖𝑛 𝜋+ + 𝐶4 cos 𝜋

+         =>         𝐶4 =
2

𝜋
 

𝑦(𝑡) = −(
4

𝜋2
+ 1) cos 𝑡 +

2

𝜋
sin 𝑡 

 לסיכום

𝑦̈ + 𝑦 = 𝐹(𝑡) 

F(t) = {1 −
𝑡2

𝜋2
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

0 𝑡 > 𝜋

          →            𝑦(𝑡) =

{
 

 (1 +
2

𝜋2
) (1 − cos 𝑡) −

𝑡2

𝜋2
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

2

𝜋
sin 𝑡 − (

4

𝜋2
+ 1) cos 𝑡 𝜋 < 𝑡

 



 

 . שניות-מיקרו 𝜋במשך  לאפס ודועך פרבולית  אחורנית מתחיל חזק  -  שניות( -רו )במיקפונקציה של הזמן ההדף ככוח  :בכחול 

 . ת(לא דועכת )ז"א  לא מרוסנסינוסואידלית   הדתנוב  ממשיךמתחיל בתנועה אחורנית ו -  שניות( -רו )במיקפונקציה של הזמן  כ( אחורה וקדימה ) קנה התותח   העתק: באדום

   

𝝅עבור   < 𝒕 הנגזרת הראשונה אינה מופיעה במשוואה הדיפרנציאלית(. שאינו מרוסן מפני   , לנצחאחורה וקדימה   קנה התותח   תנודד מ( 

 

𝜋 

F(t)= 1 −
𝑡2

𝜋2
 

𝑦 = (1 +
2

𝜋2
) (1 − cos 𝑡) −

𝑡2

𝜋2
 

𝑦 =
2

𝜋
sin 𝑡 − (

4

𝜋2
+ 1) cos 𝑡 

 אחורה

 הקדימ


