
 

 

 

 

 

 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝛼(𝑝 − 𝑥)(𝑞 − 𝑥)       =>       

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝛼(𝑥 − 𝑝)(𝑥 − 𝑞)      =>       

1

(𝑥 − 𝑝)(𝑥 − 𝑞)
𝑑𝑥 = 𝛼𝑑𝑡 

1

(𝑥 − 𝑝)(𝑥 − 𝑞)
=

𝐴

𝑥 − 𝑝
+

𝐵

𝑥 − 𝑞
=

(𝐴 + 𝐵)𝑥 − (𝐴𝑞 + 𝐵𝑝)

(𝑥 − 𝑝)(𝑥 − 𝑞)
      =>      

⎩
⎨

⎧𝐴 + 𝐵 = 0            =>       𝐵 = −𝐴         =>         𝐵 =
−1

𝑝 − 𝑞

𝐴𝑞 + 𝐵𝑝 = −1    =>      𝐴𝑞 − 𝐴𝑝 = −1  =>    𝐴 =
1

𝑝 − 𝑞

  

1

(𝑥 − 𝑝)(𝑥 − 𝑞)
  =   

𝑨

𝑥 − 𝑝
+

𝑩

𝑥 − 𝑞
  =     

𝟏

𝒑 − 𝒒
∙

1

𝑥 − 𝑝
−

𝟏

𝒑 − 𝒒
∙

1

𝑥 − 𝑞
  =   

1

𝑝 − 𝑞
൬

1

𝑥 − 𝑝
−

1

𝑥 − 𝑞
൰ 

1

𝑝 − 𝑞
න ൬

1

𝑥 − 𝑝
−

1

𝑥 − 𝑞
൰ 𝑑𝑥 = 𝛼 න 𝑑𝑡 + 𝐶    =>     න ൬

1

𝑥 − 𝑝
−

1

𝑥 − 𝑞
൰ 𝑑𝑥 = 𝛼൫𝑝 − 𝑞൯ න 𝑑𝑡 + 𝐶 

ln|𝑥 − 𝑝| − ln|𝑥 − 𝑞| = 𝛼(𝑝 − 𝑞)𝑡 + 𝐶        =>          ln
𝑝 − 𝑥

𝑞 − 𝑥
= 𝛼(𝑝 − 𝑞)𝑡 + 𝐶        => 

, 𝑋גם ייצור החומר  חדל 𝑄או   𝑃מהכתוב משתמע שכאשר נגמר מי מהחומרים    )א
0המשוואה הוא  לכן התחום הפיזיקלי של  ≤ 𝑥 ≤ min(𝑝, 𝑞)  

lim
௧→ஶ

𝑥(௧) = min(𝑝, 𝑞) 

לריכוז  או P החומר של ההתחלתי ריכוזשווה ל Xהחומר ז"א, לאחר זמן רב יהיה ריכוז 

 . ניהםי ב מ נמוךה ,Q של החומרההתחלתי 

  ה:ולכן דבר לא קר  Qאו  Pחומרים המשעממת יותר היא שמראש לא היו כלל אפשרות 

lim
௧→ஶ

𝑥(௧) = 0 

התחום  
 הפיזיקלי



𝑝 − 𝑥

𝑞 − 𝑥
= 𝑒ఈ(௣ି௤)௧ା஼ = 𝑒ఈ(௣ି௤)௧+ln 𝐶 = 𝑒ln 𝐶𝑒ఈ(௣ି௤)௧ 

𝑝 − 𝑥

𝑞 − 𝑥
= 𝐶𝑒ఈ(௣ି௤)௧        =>         𝑝 − 𝑥 = 𝑞𝐶𝑒ఈ(௣ି௤)௧ − 𝑥𝐶𝑒ఈ(௣ି௤)௧      => 

=>    𝑝 − 𝑞𝐶𝑒ఈ(௣ି௤)௧ = 𝑥൫1 − 𝐶𝑒ఈ(௣ି௤)௧൯     =>     𝑥(𝑡) =
𝑝 − 𝑞𝐶𝑒ఈ(௣ି௤)௧

1 − 𝐶𝑒ఈ(௣ି௤)௧
 

𝑥(଴) = 0    =>     0 =
𝑝 − 𝑞𝐶

1 − 𝐶
       =>        𝐶 =

𝑝

𝑞
        =>       𝑥(௧) =

𝑝 − 𝑞
𝑝
𝑞

𝑒ఈ(𝑝−𝑞)௧

1 −
𝑝
𝑞

𝑒ఈ(𝑝−𝑞)௧
   => 

=>    𝑥(௧) =
𝑝 − 𝑝𝑒ఈ(௣ି௤)௧

1 −
𝑝

𝑞
𝑒ఈ(௣ି௤)௧

    =>     𝑥(௧) =
𝑝൫𝑒ఈ(௣ି௤)௧ − 1൯

𝑝

𝑞
𝑒ఈ(௣ି௤)௧ − 1

 

 𝑖𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑒  𝑝 < 𝑞    lim
௧→ஶ

𝑥(௧) =
𝑝(0 − 1)

0 − 1
= 𝑝                   𝑖𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑒  𝑞 < 𝑝    lim

௧→ஶ
𝑥(௧) =

𝑝(∞ − 1)
𝑝
𝑞 ∞ − 1

= 𝑞 

 

0 = 𝛼(𝑝 − 𝑥)ଶ      =>      lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 𝑝        𝑎𝑠 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 

  

  

𝑝עבור   בסעיף ב'  שכבר קיבלנו תרון נשתמש בפ ≠ 𝑞 את  ףשאיונ  𝑞  ל -  𝑝  של   טיילור תוך שימוש בקירוב𝑒௫  כאשר  𝑥 → 0  :  

𝑥(௧) =
𝑝𝑞൫1 − 𝑒ఈ(௣ି௤)௧൯

𝑞 − 𝑝𝑒ఈ(௣ି௤)௧
     ,      𝑝 − 𝑞 → 0     =>      𝑥(௧) =

𝑝𝑞(1 − 𝑒ఌ)

𝑞 − 𝑝𝑒ఌ
 

𝑒ఌ ≈ 1 + 𝜀     =>       𝑒ఈ(௣ି௤)௧ ≈ 1 + 𝛼(𝑝 − 𝑞)𝑡 

𝑥(௧) =
𝑝𝑞(1 − 1 − 𝛼(𝑝 − 𝑞)𝑡)

𝑞 − 𝑝[1 + 𝛼(𝑝 − 𝑞)𝑡]
=

−𝛼𝑝𝑞(𝑝 − 𝑞)𝑡

𝑞 − 𝑝 + 𝛼𝑝(𝑞 − 𝑝)𝑡
=

𝛼𝑝𝑞(𝑞 − 𝑝)𝑡

(𝑞 − 𝑝)(1 + 𝛼𝑝𝑡)
= 

=
𝛼𝑝𝑞𝑡

1 + 𝛼𝑝𝑡
     𝑎𝑛𝑑 𝑠𝑖𝑛𝑐𝑒 𝑞 = 𝑝  𝑤𝑒 𝑔𝑒𝑡       𝑥(௧) =

𝛼𝑝ଶ𝑡

1 + 𝛼𝑝𝑡
 


