
𝒇(𝒙)עליך לפתח את הפונקציה  .א = 𝒍𝒏(𝒙)  לטור חזקות סביב 𝒙 =  תוך שימוש בנוסחה לטור חזקות. 𝟏

 .לפחות (סדר שלישיהאיבר מ"א עד ז)עליך לרשום שלושה איברים ראשונים 

 תרון:פ

∑
𝒇(𝒌)(𝒂)

𝒌!

∞

𝒌=𝟎
∙ (𝒙 − 𝒂)𝒌 = 𝒇(𝒂) + 𝒇′(𝒂) ∙ (𝒙 − 𝒂) +

𝒇′′(𝒂)

𝟐!
∙ (𝒙 − 𝒂)𝟐 + ⋯ +

𝒇(𝒏)(𝒂)

𝒏!
∙ (𝒙 − 𝒂) 𝒏 + ⋯ 

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒏(𝒙)    =>              𝒇(𝟏) = 𝟎 

𝒇(𝒙)
′  =

𝟏

𝒙
             =>               𝒇(𝟏)

′ = 𝟏 

𝒇(𝒙)
′′  = −

𝟏

𝒙𝟐       =>              
𝒇(𝟏)

′′

𝟐!
= −

𝟏

𝟐
 

𝒇(𝒙)
′′′ =

𝟐

𝒙𝟑          =>               
𝒇(𝟏)

′′′

𝟑!
=

𝟏

𝟑
       

𝒇(𝒙)

(𝟒)
=

−𝟔

𝒙𝟒          =>               
𝒇(𝟏)

(𝟒)

𝟒!
= −

𝟏

𝟒
       

𝒇(𝒙)

(𝟓)
=

𝟐𝟒

𝒙𝟓          =>               
𝒇(𝟏)

(𝟓)

𝟓!
=

𝟏

𝟓
   

. 

. 

𝒇(𝒏)(𝒙) = (−𝟏)𝒏−𝟏 ∙
(𝒏 − 𝟏)!

𝒙𝒏
         =>          

𝒇(𝒏)(𝟏)

𝒏!
  =  (−𝟏)𝒏−𝟏 ∙

(𝒏 − 𝟏)!

𝒏!
  =   

(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏
 

 

𝒍𝒏(𝒙) = (𝒙 − 𝟏) −
𝟏

𝟐
∙ (𝒙 − 𝟏)𝟐 +

𝟏

𝟑
∙ (𝒙 − 𝟏)𝟑 − ⋯ +

(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏
∙ (𝒙 − 𝟏)𝒏 + ⋯  = ∑

(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌
∙ (𝒙 − 𝟏)𝒌

∞

𝒌=𝟏

 

 

 ?שפיתחתהחזקות  טורמהו תחום ההתכנסות של  .ב

 ?הפונקציה לעומת תחום ההגדרה של החזקות טורתחום ההתכנסות של ה ניתן לומר על מ

𝒂𝒏 =
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏
∙ (𝒙 − 𝟏)𝒏              𝒂𝒏+𝟏 =

(−𝟏)𝒏

𝒏+𝟏
∙ (𝒙 − 𝟏)𝒏+𝟏 

𝒂𝒏+𝟏

𝒂𝒏

=
(−𝟏)𝒏 ∙ (𝒙 − 𝟏)𝒏+𝟏

𝒏 + 𝟏
∙

𝒏

(−𝟏)𝒏−𝟏 ∙ (𝒙 − 𝟏)𝒏
 =  −

𝒏

𝒏 + 𝟏
∙ (𝒙 − 𝟏) 

|
𝒂𝒏+𝟏

𝒂𝒏

| =
𝒏

𝒏 + 𝟏
∙ |𝒙 − 𝟏| 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

|
𝒂𝒏+𝟏

𝒂𝒏

| =  𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒏

𝒏 + 𝟏
∙ |𝒙 − 𝟏| =  |𝒙 − 𝟏| ∙ 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞

𝒏

𝒏 + 𝟏
 =  |𝒙 − 𝟏| 

 בחן המנה:מ

|𝒙 − 𝟏| < 𝟏      =>      −𝟏 < 𝒙 − 𝟏 < 𝟏     =>        𝟎 < 𝒙 < 𝟐 

 בתחום זה, הטור מתכנס באופן מוחלט.



 :מנייבדיקת קצה 

∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌
∙ (𝟐 − 𝟏)𝒌

∞

𝒌=𝟏
 =  ∑

(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌

∞

𝒌=𝟏
=  𝟏 −

𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟑
−

𝟏

𝟒
+ ⋯

(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏
… + 

 (."רגילטור הרמוני "מתקבל )  מתבדר באופן מוחלטאך  ,  (לפי קריטריון לייבניץ) כפי שהואזהו טור הרמוני מתחלף אשר מתכנס  

𝒙אם כך, עבור  =  .הטור מתכנס בתנאי 𝟐

 :(פונקציה ממילא לא מוגדרת בו, אבל בשביל הספורטה) שמאליבדיקת קצה 

∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌
∙ (𝟎 − 𝟏)𝒌

∞

𝒌=𝟏
  =   ∑

(−𝟏)𝟐𝒌−𝟏

𝒌

∞

𝒌=𝟏
  =    − ∑

𝟏

𝒌

∞

𝒌=𝟏
   =   − [𝟏 +

𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟑
+

𝟏

𝟒
+ ⋯

𝟏

𝒏
+ ⋯ ] 

 כידוע. מתבדראשר  (שלילי)זהו טור הרמוני 

𝟎לסיכום, הטור מתכנס בתחום  < 𝒙 ≤  :הובתחום ז 𝟐

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒏(𝒙) = ∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌
∙ (𝒙 − 𝟏)𝒌

∞

𝒌=𝟏

 

𝟎 הינו  𝒇(𝒙) תחום ההגדרה של < 𝒙  . 

 של תחום ההגדרה שלה.צר יחסית  חלקרק ב 𝒇(𝒙) פונקציהלשקול ותח לעיל פאשר  𝒇(𝒙)של ניתן לומר שטור החזקות 

 

 

 רך מתכנס הטור ההרמוני המתחלף?לאיזה ע, 𝒇(𝒙)בעזרת טור החזקות של  .ג

 𝒇(𝟐) = 𝒍𝒏(𝟐) = ∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌
∙ (𝟐 − 𝟏)𝒌

∞

𝒌=𝟏
 =  ∑

(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌

∞

𝒌=𝟏
=  𝟏 −

𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟑
−

𝟏

𝟒
+ ⋯

(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏
… + 

 𝑙𝑛(2)מתכבס אם כך לערך  הטור ההרמוני המתחלף 

 

𝒈(𝒙)פתח את     .ד =
𝟏

𝟏−𝒙
𝒇(𝒙)  -טור החזקות שפיתחת לת זרבע לטור חזקות  = 𝒍𝒏(𝒙) 

𝒇(𝟏−𝒙) = 𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙)  =  ∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌
∙ (𝟏 − 𝒙 − 𝟏)𝒌

∞

𝒌=𝟏
  =  ∑

(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌
∙ (−𝒙)𝒌

∞

𝒌=𝟏
  =    ∑

(−𝟏)𝟐𝒌−𝟏

𝒌
∙ 𝒙𝒌

∞

𝒌=𝟏
  =    − ∑

𝟏

𝒌
∙ 𝒙𝒌

∞

𝒌=𝟏
 

𝒅

𝒅𝒙
𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙) = −

𝒅

𝒅𝒙
∑

𝟏

𝒌
∙ (𝒙)𝒌

∞

𝒌=𝟏

 

−𝟏

𝟏 − 𝒙
= − ∑ 𝒙𝒌 −𝟏

∞

𝒌=𝟏

 

𝒈(𝒙) =
𝟏

𝟏 − 𝒙
  =   ∑ 𝒙𝒌−𝟏

∞

𝒌=𝟏

  =     ∑ 𝒙𝒌
∞

𝒌=𝟎

 =   𝟏 + 𝒙 + 𝒙𝟐 + ⋯ + 𝒙𝒏 + ⋯ 

 

 ?  𝑔(𝑥) טור החזקות שלמהו תחום ההתכנסות של  .ה

𝑞טור הנדסי אשר מנתו היא זהו  = 𝒙 𝟏− ואולכן תחום ההתכנסות שלו ה < 𝒙 < 𝟏 

 



 מתכנס הטור המתחלף של זנו. ךו ולאיזה ערמתכנס הטור של זנ  ךמצא לאיזה ער 𝑔(𝑥)  טור החזקות שלעזרת  ב .ו

𝒈(𝒙) =
𝟏

𝟏 − 𝒙
  =    ∑ 𝒙𝒌

∞

𝒌=𝟎

 =   𝟏 + 𝒙 + 𝒙𝟐 + ⋯ + 𝒙𝒏 + ⋯ 

𝒈(𝟏/𝟐) =
𝟏

𝟏 − 𝟏/𝟐
 =  𝟐  =    ∑ (

𝟏

𝟐
)

𝒌∞

𝒌 =𝟎

 =   𝟏 +
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟒
+

𝟏

𝟖
+ ⋯ + (

𝟏

𝟐
)

𝒏

+ ⋯ 

 2לערך אם כך מתכנס  והטור של זנ

𝒈(−𝒙) =
𝟏

𝟏 + 𝒙
  =    ∑ (−𝒙)𝒌

∞

𝒌=𝟎

  =    ∑ (−𝟏)𝒌 ∙ 𝒙𝒌
∞

𝒌=𝟎

 =   𝟏 − 𝒙 + 𝒙𝟐 − ⋯ + (−𝟏)𝒏 ∙ 𝒙𝒏 + ⋯ 

𝒈(−𝟏/𝟐) =
𝟏

𝟏 + 𝟏/𝟐
  =    

𝟐

𝟑
   =    ∑ (−𝟏)𝒌 ∙ (

𝟏

𝟐
)

𝒌∞

𝒌=𝟎

 =   𝟏 −
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟒
−

𝟏

𝟖
+ ⋯ + (−𝟏)𝒏 ∙ (

𝟏

𝟐
)

𝒏

+ ⋯ 

לערך אם כך מתכנס  ושל זנהמתחלף הטור 
𝟐

𝟑
 

 

𝟏   הוא אשר טור החזקות שלה ℎ(𝑥)הפונקציה  את מצא 𝑔(𝑥) טור החזקות שלבעזרת  .ז + 𝟐𝒙 + 𝟑𝒙𝟐 + ⋯ 

𝒈(𝒙) =
𝟏

𝟏 − 𝒙
  =    ∑ 𝒙𝒌

∞

𝒌=𝟎

 =   𝟏 + 𝒙 + 𝒙𝟐 + ⋯ + 𝒙𝒏 + ⋯ 

𝒈(𝒙)
′ =

𝒅

𝒅𝒙
(

𝟏

𝟏 − 𝒙
)   =    

𝒅

𝒅𝒙
∑ 𝒙𝒌

∞

𝒌=𝟎

 =   
𝒅

𝒅𝒙
(𝟏 + 𝒙 + 𝒙𝟐 + ⋯ + 𝒙𝒏 + ⋯ ) 

𝒈(𝒙)
′ =

−𝟏

(𝟏 − 𝒙)𝟐
  =    ∑ 𝒌𝒙𝒌−𝟏

∞

𝒌=𝟏

 =   𝟏 + 𝟐𝒙 + 𝟑𝒙𝟐 + ⋯ + 𝒏𝒙𝒏−𝟏 + ⋯ 

𝒉(𝒙) =
−𝟏

(𝟏 − 𝒙)𝟐
  =    ∑ 𝒌𝒙𝒌−𝟏

∞

𝒌=𝟏

 =   𝟏 + 𝟐𝒙 + 𝟑𝒙𝟐 + ⋯ + 𝒏𝒙𝒏−𝟏 + ⋯ 

 

𝟏  מצא לאיזה ערך מתכנס הטור ℎ(𝑥)בעזרת  .ח + 𝟐
𝟏

𝟐
+ 𝟑

𝟏

𝟒
+ ⋯ 

 טור זה מתבדר כי איבריו הולכים וגדלים.                   

 


