
lim  מצא את הגבול 
𝑛→∞

(
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+ ⋯ +

1

𝑛+𝑛
, כולל התחום של האינטגרל וציור  והסבר כל שלב  (

 . של הפונקציה בתחום

 : פתרון

lim
𝑛→∞

(
𝑛

𝑛 + 1
+

𝑛

𝑛 + 2
+ ⋯ +

𝑛

𝑛 + 𝑛
)

1

𝑛
  =  lim

𝑛→∞
(

1

1 +
1
𝑛

+
1

1 + 2 ∙
1
𝑛

+ ⋯ +
1

1 + 𝑘 ∙
1
𝑛

+ ⋯ +
1

1 + 𝑛 ∙
1
𝑛

)
1

𝑛
 = ? 

 

 

 

,𝟎]אם נחלק את האינטרוול   𝒙∆אינטרוול   -אינטרוולים שווים, יהיה רוחבו של כל תת-תת 𝒏 -ל [𝟏 = 𝟏

𝒏
  . 

 , מתקבל 𝟎מאחר שהקצה השמאלי של האינטרוול הוא  

𝒙𝟏 = ∆𝒙     ,     𝒙𝟐 = 𝟐∆𝒙     ,      𝒙𝟑 = 𝟑∆𝒙   , … … , 𝒙𝒌 = 𝒌∆𝒙  , … … . … ,    𝒙𝒏−𝟏 = (𝒏 − 𝟏)∆𝒙      , 𝒙𝒏 = 𝒏∆𝒙  

𝒙𝟏 =
𝟏
𝒏

       ,     𝒙𝟐 = 𝟐
𝟏
𝒏

       ,       𝒙𝟑 = 𝟑
𝟏
𝒏

    , … …  , 𝒙𝒌 = 𝒌
𝟏
𝒏

    , … … . … ,    𝒙𝒏−𝟏 = (𝒏 − 𝟏)
𝟏
𝒏

         , 𝒙𝒏 = 𝒏
𝟏
𝒏

= 𝒃 

𝒙𝒌 ה אינטרוולה-הימני של תת וקצה ואה- " 𝒌 "ולכן , י𝒇(𝒙𝒌) הגובהו של המלבן   ואה-  "𝒌 "(ראה ציור)  י.   

𝑨𝐤  ואה י" 𝒌"  -ה , ולכן שטחו של המלבן 𝒙∆  וארוחבו של כל מלבן ה = 𝒇(𝒙𝒌) ∙ ∆𝒙 .  :נרשום זאת באופן מפורט 
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𝑛

𝑛
= 1 

 

𝒚 =
𝟏

𝟏 + 𝒙
 

 

1

1 +
1
𝑛

 
1

1 +
2
𝑛

 

𝑦 =
1

1 +
𝑘
𝑛

 

1

1 +
𝑛 − 1

𝑛

 1

1 +
𝑛
𝑛

 



𝑨𝟏  =  𝒇(𝑿𝟏) ∙ ∆𝒙  =   
1

1 +
1

𝑛

∙ ∆𝒙 

𝑨𝟐  =  𝒇(𝑿𝟐) ∙ ∆𝒙  =   
1

1 +
2

𝑛

∙ ∆𝒙 

. 

. 

. 

𝑨𝐤   =  𝒇(𝑿𝒌) ∙ ∆𝒙  =   
1

1 +
𝑘

𝑛

∙ ∆𝒙 

. 

. 

. 

𝑨𝐧  =  𝒇(𝑿𝒏) ∙ ∆𝒙  =   
1

1 +
𝑛

𝑛

∙ ∆𝒙 

 לסיכום, 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝟏

𝒏 + 𝟏
+

𝟏

𝒏 + 𝟐
+ ⋯ +

𝟏

𝒏 + 𝒏
)  =    ∫

𝟏

𝟏 + 𝒙
∙ 𝒅𝒙

𝟏

𝟎

  =    𝒍𝒏𝟐 

 המלבנים : 𝒏 נסכום כעת את שטחי

𝑺𝒏  =    ∑
𝟏

𝟏 +
𝒌

𝒏

∙ ∆𝒙

𝒏

𝒌=𝟏

    =    (
𝟏

𝟏 +
𝟏

𝒏

+
𝟏

𝟏 +
𝟐

𝒏

+ ⋯ +
𝟏

𝟏 +
𝒌

𝒏

+
𝟏

𝟏 +
𝒏

𝒏

)
𝟏

𝒏
 

𝒏) המלבנים לאינסוף כעת נשאיף את מספר → כך שרוחבו של כל מלבן  (∞

𝒙∆לאפס ) ישאף  → 𝟎 =>  ∆𝒙 = 𝒅𝒙 : ( והסכום )הסיגמה( יהפוך לאינטגרל 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝑺𝒏 =  𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

∑
𝟏

𝟏 +
𝒌
𝒏

∙ ∆𝒙

𝒏

𝒌=𝟏

  =   ∫
𝟏

𝟏 + 𝒙
∙ 𝒅𝒙

1

0

  =    𝒍𝒏|𝟏 + 𝒙| |
𝟏

𝟎
  = 

=   𝒍𝒏𝟐 − 𝒍𝒏𝟏   =      𝒍𝒏𝟐 

 


