
 

𝑽 =   𝟐𝝅 �√𝟑∫ √𝒙𝟐 + 𝟏 ∙ 𝒅𝒙√𝟑
𝟎  −  ∫ 𝒙√𝒙𝟐 + 𝟏 ∙ 𝒅𝒙√𝟑

𝟎 � 

 

 

 

��𝒙𝟐 + 𝟏𝒅𝒙 =  �
𝟏

𝒄𝒐𝒔 𝒕
∙

𝟏
𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕

∙ 𝒅𝒕   =  �
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕
∙ 𝒅𝒕 

�
𝒖 =

𝟏
𝒄𝒐𝒔 𝒕

   =>    𝒅𝒖 =
𝒔𝒊𝒏 𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕

𝒅𝒕                                

𝒅𝒗 =
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕
∙ 𝒅𝒕   =>     𝒗 = �

𝟏
𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕

∙ 𝒅𝒕 = 𝒕𝒂𝒏 𝒕
� 

�𝒖 ∙ 𝒅𝒗     =     𝒖 ∙ 𝒗 − �𝒗 ∙ 𝒅𝒖 

�
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕
∙ 𝒅𝒕 =  

𝟏
𝒄𝒐𝒔 𝒕

∙ 𝒕𝒂𝒏 𝒕 − �𝒕𝒂𝒏 𝒕 ∙
𝒔𝒊𝒏 𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕

𝒅𝒕 

�𝒕𝒂𝒏 𝒕 ∙
𝒔𝒊𝒏 𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕

𝒅𝒕   =   �
𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕

𝒅𝒕    =     �
𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕

𝒅𝒕    =    �
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕
𝒅𝒕 − �

𝟏
𝒄𝒐𝒔 𝒕

𝒅𝒕 

�
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕
∙ 𝒅𝒕  =  

𝟏
𝒄𝒐𝒔 𝒕

∙ 𝒕𝒂𝒏 𝒕 −  �
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕
𝒅𝒕  +  �

𝟏
𝒄𝒐𝒔 𝒕

𝒅𝒕 

𝒄𝒐𝒔 𝒕 =
𝟏

√𝒙𝟐 + 𝟏
      =>      �𝒙𝟐 + 𝟏 =

𝟏
𝒄𝒐𝒔 𝒕

 

𝒕𝒂𝒏 𝒕 = 𝒙                  =>        𝒅𝒙 =
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕
∙ 𝒅𝒕 

𝒓(𝒙) = √𝟑 − 𝒙   ,   𝒉(𝒙) = 𝒚 

𝒅𝑽 =  𝟐𝝅𝒓 ∙ 𝒉 ∙ 𝒅𝒙 =  𝟐𝝅�√𝟑 − 𝒙� ∙ �𝒙𝟐 + 𝟏 ∙ 𝒅𝒙 

𝑽 = �𝒅𝒗
𝒃

𝒂

 =    𝟐𝝅� �√𝟑 − 𝒙� ∙ �𝒙𝟐 + 𝟏 ∙ 𝒅𝒙
√𝟑

𝟎

 

𝒙  הנפח המתקבל מסיבוב השטח סביב, בשיטת הקליפות = √𝟑 . 

𝒓 𝒉 

𝒙 

𝟏 

�𝒙𝟐 + 𝟏 

𝒕 

𝒅𝒙 



𝟐�
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕
∙ 𝒅𝒕  =  

𝟏
𝒄𝒐𝒔 𝒕

∙ 𝒕𝒂𝒏 𝒕  +  �
𝟏

𝒄𝒐𝒔 𝒕
𝒅𝒕 

�
𝟏

𝒄𝒐𝒔 𝒕
𝒅𝒕  =   �

𝒄𝒐𝒔 𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕

𝒅𝒕  =   �
𝒄𝒐𝒔 𝒕

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕
𝒅𝒕     −>    �𝒖 = 𝒔𝒊𝒏 𝒕           

𝒅𝒖 = 𝒄𝒐𝒔 𝒕 ∙ 𝒅𝒕
� −>    =   �

𝟏
𝟏 − 𝒖𝟐

𝒅𝒖 

 

𝟏
𝟏 − 𝒖𝟐

 =   
𝟏

(𝟏 − 𝒖)(𝟏 + 𝒖)  =   
𝑨

𝟏 − 𝒖
+

𝑩

𝟏 + 𝒖
 =   

𝑨(𝟏 + 𝒖) + 𝑩(𝟏 − 𝒖)
(𝟏 − 𝒖)(𝟏 + 𝒖)  =   

(𝑨 − 𝑩)𝒖 + 𝑨 + 𝑩
(𝟏 + 𝒖)(𝟏 − 𝒖)  

𝟏
(𝟏 − 𝒖)(𝟏 + 𝒖)   =   

(𝑨 − 𝑩)𝒖 + 𝑨 + 𝑩
(𝟏 + 𝒖)(𝟏 − 𝒖)    =>      �𝑨 − 𝑩 = 𝟎

𝑨 + 𝑩 = 𝟏
�   =>    𝑨 = 𝑩 =

𝟏
𝟐

 

𝟏
𝟏 − 𝒖𝟐

  =    
𝑨

𝟏 − 𝒖
+

𝑩
𝟏 + 𝒖

  =    
𝟏/𝟐
𝟏 − 𝒖

+
𝟏/𝟐
𝟏 + 𝒖

  =   
𝟏
𝟐
�

𝟏
𝟏 − 𝒖

+
𝟏

𝟏 + 𝒖
�    =   

𝟏
𝟐
�

𝟏
𝒖 + 𝟏

−
𝟏

𝒖 − 𝟏
� 

 

�
𝟏

𝟏 − 𝒖𝟐
𝒅𝒖 =    

𝟏
𝟐
��

𝟏
𝒖 + 𝟏

−
𝟏

𝒖 − 𝟏
�𝒅𝒖 =   

𝟏
𝟐

(𝒍𝒏|𝒖 + 𝟏| − 𝒍𝒏|𝒖 − 𝟏|)   =    
𝟏
𝟐
𝒍𝒏 �

𝒖 + 𝟏
𝒖 − 𝟏

� 

𝟐�
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕
∙ 𝒅𝒕  =  

𝟏
𝒄𝒐𝒔 𝒕

∙ 𝒕𝒂𝒏 𝒕  +  
𝟏
𝟐
𝒍𝒏 �

𝒔𝒊𝒏 𝒕 + 𝟏
𝒔𝒊𝒏 𝒕 − 𝟏

� 

�
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕
∙ 𝒅𝒕  =  

𝒕𝒂𝒏 𝒕
𝟐𝒄𝒐𝒔 𝒕

  +  
𝟏
𝟒
𝒍𝒏 �

𝒔𝒊𝒏 𝒕 + 𝟏
𝒔𝒊𝒏 𝒕 − 𝟏

� 

� �𝒙𝟐 + 𝟏 ∙ 𝒅𝒙
√𝟑

𝟎

 =   �
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕
∙ 𝒅𝒕

𝝅 𝟑⁄

𝟎

 =   �
𝒕𝒂𝒏 𝒕
𝟐𝒄𝒐𝒔 𝒕

  +  
𝟏
𝟒
𝒍𝒏 �

𝒔𝒊𝒏 𝒕 + 𝟏
𝒔𝒊𝒏 𝒕 − 𝟏

�� �
𝝅 𝟑⁄
𝟎
�  = 

=     
𝒕𝒂𝒏 𝝅 𝟑⁄
𝟐𝒄𝒐𝒔 𝝅 𝟑⁄   +  

𝟏
𝟒
𝒍𝒏 �

𝒔𝒊𝒏 𝝅 𝟑⁄ + 𝟏
𝒔𝒊𝒏 𝝅 𝟑⁄ − 𝟏

�  −  �
𝒕𝒂𝒏 𝟎
𝟐𝒄𝒐𝒔 𝟎   +  

𝟏
𝟒
𝒍𝒏 �

𝒔𝒊𝒏 𝟎 + 𝟏
𝒔𝒊𝒏 𝟎 − 𝟏

��   = 

=     
√𝟑

𝟐 ∙ 𝟏 𝟐⁄  
  +  

𝟏
𝟒
𝒍𝒏 �

√𝟑 𝟐⁄  + 𝟏
√𝟑 𝟐⁄ − 𝟏

� − 𝟎  =    √𝟑   +  
𝟏
𝟒
𝒍𝒏 �

√𝟑  + 𝟐
√𝟑 − 𝟐

�   ≈   𝟐.𝟑𝟗 

 :הפשוט בהרבה, האינטגרל השניכעת לחישוב 



� 𝒙�𝒙𝟐 + 𝟏 ∙ 𝒅𝒙
√𝟑

𝟎

 =   
𝟏
𝟐
� �𝒙𝟐 + 𝟏 ∙ 𝟐𝒙 ∙ 𝒅𝒙
√𝟑

𝟎

   −>    �𝒖 = 𝒙𝟐 + 𝟏           
𝒅𝒖 = 𝟐𝒙 ∙ 𝒅𝒙       

� −>    =     
𝟏
𝟐
�√𝒖 ∙ 𝒅𝒖
𝟒

𝟏

 = 

=     
𝟏
𝟐
∙
𝟐
𝟑
𝒖𝟑 𝟐⁄ �

𝟒
𝟏
�    =     

𝟏
𝟑
�𝟒𝟑 𝟐⁄ − 𝟏�    =     

𝟏
𝟑

(𝟖 − 𝟏)   =    
𝟕
𝟑

 

 

 :לסיכום

𝑽 =   𝟐𝝅 �√𝟑� �𝒙𝟐 + 𝟏 ∙ 𝒅𝒙
√𝟑

𝟎

 −  � 𝒙�𝒙𝟐 + 𝟏 ∙ 𝒅𝒙
√𝟑

𝟎

�     = 

=   𝟐𝝅�√𝟑 ∙ 𝟐.𝟑𝟗 −  
𝟕
𝟑�     =      𝟏𝟏.𝟑𝟒𝟗  𝑪𝒖𝒃𝒊𝒄 𝑼𝒏𝒊𝒕𝒔 

  את הפונקציה הקדומה של )שוב(רשום כדי לננצל את המקום שנותר 
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕
 : 

𝑭(𝒕) = �
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕 ∙ 𝒅𝒕   =    
𝒕𝒂𝒏 𝒕
𝟐𝒄𝒐𝒔 𝒕   +   

𝟏
𝟒 𝒍𝒏 �

𝒔𝒊𝒏 𝒕 + 𝟏
𝒔𝒊𝒏 𝒕 − 𝟏�

+ 𝑪 

𝒙𝟐√  הפונקציה הקדומה שלאת כדי לרשום  מנה נמשיךמו + 𝟏 : 

 

 

 

 

 

 

𝑭(𝒙) = ��𝒙𝟐 + 𝟏 ∙ 𝒅𝒕   =      
𝒙

𝟐 𝟏
√𝒙𝟐 + 𝟏

 +   
𝟏
𝟒 𝒍𝒏 �

𝒙
√𝒙𝟐 + 𝟏

+ 𝟏
𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟏
− 𝟏

� + 𝑪     = 

=     
𝒙√𝒙𝟐 + 𝟏

𝟐   +   
𝟏
𝟒 𝒍𝒏 �

𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟏
𝒙 − √𝒙𝟐 + 𝟏

�+ 𝑪 

𝒕𝒂𝒏 𝒕 = 𝒙 

𝒔𝒊𝒏 𝒕 =
𝒙

�𝒙𝟐 + 𝟏
 

𝒄𝒐𝒔 𝒕 =
𝟏

�𝒙𝟐 + 𝟏
 

 

𝒙 

𝟏 

�𝒙𝟐 + 𝟏 

𝒕 


