
 זרימהאינטגרל ה

𝑫𝒆𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒐𝒇 𝒘𝒐𝒓𝒌 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒍 𝒓𝒆𝒘𝒓𝒊𝒕𝒕𝒆𝒏:       𝑾 = � 𝑭��⃗ ∙ 𝑻�𝑑𝒔
𝒕=𝒃

𝒕=𝒂

 

 .של נוזל אשר זורם דרך איזור במרחב שדה מהירותיכול לייצג  ⃗��𝑭, שדה כוחבמקום 
⃗��𝑭האינטגרל של , במקרה זה ∙ 𝑻�  במקביל לו לאורך העקוםמניב את זרימת הנוזל חלק לאורך עקום. 

 .את אינטגרל הזרימה מחשבים באותו האופן שבו מחשבים את אינטגרל העבודה

 :הגדרה, סירקולציהו אינטגרל הזרימה

⃗�𝒓אם  (𝒕)  הוא עקום חלק בתחום ההגדרה של שדה מהירות רציף𝑭��⃗ , מ העקום של לאורכוהזרימה- 𝒕 = 𝒂   עד𝒕 = 𝒃 הינה 

𝑭𝒍𝒐𝒘 = � 𝑭��⃗ ∙ 𝑻�𝑑𝒔
𝒕=𝒃

𝒕=𝒂

 = � 𝑭��⃗ ∙ 𝑑𝒓��⃗
𝒕=𝒃

𝒕=𝒂

 =  �𝑭��⃗ ∙
𝑑𝒓��⃗
𝑑𝒕 𝑑𝒕

𝒃

𝒂

 =  �𝑭��⃗ ∙
𝒃

𝒂

𝒗��⃗ 𝑑𝒕 

 ".סירקולציה סביב העקום"הזרימה מכונה , אם העקום הוא לולאה סגורה". אינטגרל הזרימה"האינטגרל במקרה זה מכונה 

⃗��𝑭 המכפלה הסקלארית ∙ 𝑻�𝑑𝒔 עקוםהמקביל ל מהירותהרכיב  למעשה הכפלתו שלא הי (𝑭∥)  עקוםבקטע קצרצר של (𝑑𝒔) ,
⃗��𝑭 :  קטע קצרצראותו של  לאורכו זרימהקצב הושווה ל ∙ 𝑻�𝑑𝒔 =  𝑭∥𝑑𝒔 =  𝑑𝑭𝒍𝒐𝒘 

 .במקביל לוכולו  העקוםאורך ל זרימהה  -  𝑭𝒍𝒐𝒘לאורך המסלול כולו מניבה את  𝑑𝑭𝒍𝒐𝒘אינטגרציה של 

⃗�𝒓לאורך מסלול חלק  זרימהכדי לחשב את אינטגרל ה (𝒕)  כשחישבנו את אינטגרל העבודהנלך בדרך שבה הלכנו: 

 𝒕כפונקציה של הפרמטר על העקום  ⃗��𝑭בטא את נ .א

⃗�𝑑𝒓 מצא אתנ .ב
𝑑𝒕

⃗��𝒗  המהירותאת א "ז,   (𝒕))שמייצג  הזרימהמהירות בין ל ,רעיוניתשהינה  ,יש להבחין בין מהירות זו𝑭��⃗.( 

⃗��𝑭 חשב אינטגרל של נ .ג ∙ 𝑑𝒓�⃗
𝑑𝒕

𝒕 -מ, כביכול" הספק הזרימה",   = 𝒂  עד 𝒕 = 𝒃 זרימהקבל את הנו. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

𝑭��⃗ = 𝒙𝒙� + 𝒛𝒚� + 𝒚𝒛� 

𝒓�⃗ (𝒕) = 𝐜𝐨𝐬 𝒕 𝒙� + 𝐬𝐢𝐧 𝒕 𝒚� + 𝒕𝒛�     ,      𝟎 ≤ 𝒕 ≤
𝝅
𝟐

 

 דוגמה לחישוב הזרימה לאורכו של עקום לולייני

 שדה המהירות של נוזל הינו 

 חשב את הזרימה לאורכו של העקום הלולייני

𝒕 =
𝝅
𝟐

 

𝒓(𝒕) = 𝐜𝐨𝐬 𝒕 𝒙� + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒚� + 𝒕𝒛� 

𝒕 = 𝟎 



 :פיתרון

𝒓�⃗ (𝒕) = 𝒄𝒐𝒔 𝒕 𝒙� + 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒚� + 𝒕𝒛�                        => ⃗��𝒗 �מהירות�                        (𝒕) =  
𝑑𝒓�⃗
𝑑𝒕

=  −𝒔𝒊𝒏 𝒕 𝒙� + 𝒄𝒐𝒔 𝒕 𝒚� + 𝒛� 

𝑭��⃗ (𝒙,𝒚,𝒛) =  𝒙𝒙� + 𝒛𝒚� + 𝒚𝒛�              => ⃗��𝑭 �שדה מהירות על העקום�                (𝐜𝐨𝐬 𝒕,𝐬𝐢𝐧 𝒕,𝒕) = 𝐜𝐨𝐬 𝒕 𝒙� + 𝒕𝒚� + 𝐬𝐢𝐧 𝒕 𝒛� 

𝑷(𝒕) �"הספק זרימה "�  =  𝑭��⃗ (𝒕) ∙
𝑑𝒓�⃗
𝑑𝒕

 = −𝒔𝒊𝒏 𝒕 𝒄𝒐𝒔 𝒕 +  𝒕 𝒄𝒐𝒔 𝒕 + 𝒔𝒊𝒏 𝒕 

𝑭𝒍𝒐𝒘 =  � (−𝒔𝒊𝒏 𝒕 𝒄𝒐𝒔 𝒕 +  𝒕 𝒄𝒐𝒔 𝒕 + 𝒔𝒊𝒏 𝒕)

𝝅/𝟐

𝟎

𝑑𝒕  =    � �−
𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒕
𝟐

�

𝝅/𝟐

𝟎

𝑑𝒕 +  � 𝒕 𝒄𝒐𝒔 𝒕

𝝅/𝟐

𝟎

𝑑𝒕 + � 𝒔𝒊𝒏 𝒕

𝝅/𝟐

𝟎

𝑑𝒕 

=   �
𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒕
𝟒

�+ 𝒕 𝒔𝒊𝒏 𝒕 + 𝒄𝒐𝒔 𝒕 − 𝒄𝒐𝒔 𝒕 �
𝝅/𝟐
𝟎
�   =    �

𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒕
𝟒

� + 𝒕 𝒔𝒊𝒏 𝒕 �
𝝅/𝟐
𝟎
�   =   −

𝟏
𝟒

+
𝝅
𝟐
− �

𝟏
𝟒
�   =   

𝝅 − 𝟏
𝟐

 

 .במקביל לו קטע הנתון של העקום הלולייניה לעזרימה קיבלנו את ה

 

 

 :פיתרון

𝒓�⃗ (𝒕) = 𝒄𝒐𝒔 𝒕 𝒙� + 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒚�                        => ⃗��𝒗 �מהירות�                                          (𝒕) =  
𝑑𝒓�⃗
𝑑𝒕

=  −𝒔𝒊𝒏 𝒕 𝒙� + 𝒄𝒐𝒔 𝒕 𝒚� 

𝑭��⃗ (𝒙,𝒚) =  (𝒙 − 𝒚)𝒙� + 𝒙𝒚�            => ⃗��𝑭 �שדה מהירות על העקום�            (𝒄𝒐𝒔 𝒕,𝒔𝒊𝒏 𝒕) = (𝒄𝒐𝒔 𝒕 − 𝒔𝒊𝒏 𝒕)𝒙� + 𝒄𝒐𝒔 𝒕 𝒚� 

𝑷(𝒕) �"הספק הזרימה"�  =  𝑭��⃗ (𝒕) ∙ 𝒗��⃗ (𝒕)  =   −𝒔𝒊𝒏 𝒕 𝒄𝒐𝒔 𝒕 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕  =   𝟏 −
𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒕
𝟐

 

𝑭𝒍𝒐𝒘 =  � �𝟏 −
𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒕
𝟐

�
𝟐𝝅

𝟎

𝑑𝒕  =    �𝒕 +
𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒕
𝟒

� �
𝟐𝝅
𝟎
�   =   𝟐𝝅 +

𝟏
𝟒
− �

𝟏
𝟒
�   =   𝟐𝝅 

 .לו במקבילעל המעגל קיבלנו את סך הזרימה 

 

𝑭��⃗ = (𝒙 − 𝒚)𝒙� + 𝒙𝒚� 

𝒓�⃗ (𝒕) = 𝐜𝐨𝐬 𝒕 𝒙� + 𝐬𝐢𝐧 𝒕 𝒚�     ,      𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟐𝝅 

 :הסירקולציה סביב מעגלדוגמה לחישוב 

 שדה המהירות של נוזל הינו 

𝒕 הסירקולציה סביב המעגלחשב את  = 𝟎,𝟐𝝅 

 

𝒓(𝒕) = 𝐜𝐨𝐬 𝒕 𝒙� + 𝐬𝐢𝐧 𝒕 𝒚� 


