
 

�
𝒖 = 𝒕𝟐 − 𝟒                        =>       𝑑𝒖𝑑𝒕 = 𝟐𝒕                                

𝒗 = 𝒕𝟒 − 𝒕𝟑 − 𝟒𝒕𝟐 + 𝟒𝒕 =>       𝑑𝒗𝑑𝒕 = 𝟒𝒕𝟑 − 𝟑𝒕𝟐 − 𝟖𝒕 + 𝟒 
� 

𝒈(𝒕)
′ =

𝑑𝒈
𝑑𝒕

=
𝜕𝒈
𝜕𝒖

𝑑𝒖
𝑑𝒕

+
𝜕𝒈
𝜕𝒗

𝑑𝒗
𝑑𝒕

  =    𝟐𝒕
𝜕𝒈
𝜕𝒖

+ (𝟒𝒕𝟑 − 𝟑𝒕𝟐 − 𝟖𝒕 + 𝟒 )
𝜕𝒈
𝜕𝒗

 

𝒈(𝟐)
′ = 𝟒

𝜕𝒈
𝜕𝒖

+ 𝟖
𝜕𝒈
𝜕𝒗

= 𝟒 (𝑔𝑖𝑣𝑒𝑛)              =>      
𝜕𝒈
𝜕𝒖

+ 𝟐
𝜕𝒈
𝜕𝒗

= 𝟏 

𝒈(−𝟐)
′ = −𝟒

𝜕𝒈
𝜕𝒖

− 𝟐𝟒
𝜕𝒈
𝜕𝒗

= 𝟒 (𝑔𝑖𝑣𝑒𝑛)     =>      
𝜕𝒈
𝜕𝒖

+ 𝟔
𝜕𝒈
𝜕𝒗

= −𝟏 

�𝒈𝒖 + 𝟐𝒈𝒗 = 𝟏   
𝒈𝒖 + 𝟔𝒈𝒗 = −𝟏

�   =>     4𝒈𝒗 = −𝟐      =>          𝒈𝒗 = −
𝟏
𝟐

       ,        𝒈𝒖 = 𝟐 

𝒇𝒖 = 𝒈𝒖 = 𝟐         ,            𝒇𝒗 = 𝒈𝒗 = −
𝟏
𝟐

 

𝒇𝒖(𝟎,𝟎) = 𝟐           ,            𝒇𝒗(𝟎,𝟎) = −
𝟏
𝟐

 

𝛁��⃗ 𝒇(𝟎,𝟎) =  𝟐𝒙� −
𝟏
𝟐
𝒚� 



 
 כדאי להפוך את סדר האינטגרציה הנתון

�� 𝒔𝒊𝒏(𝒚𝟑)𝑑𝒙𝑑𝒚

𝒚𝟐

𝟎

𝟐

𝟎

  =    �𝑑𝒚
𝟐

𝟎

� 𝒔𝒊𝒏(𝒚𝟑)𝑑𝒙

𝒚𝟐

𝟎

  =    �𝑑𝒚
𝟐

𝟎

[𝒙 𝒔𝒊𝒏(𝒚𝟑) � �
𝒚𝟐

𝟎
�   = 

�𝒚𝟐 𝒔𝒊𝒏(𝒚𝟑)𝑑𝒚
𝟐

𝟎

    →    � 𝒕 = 𝒚𝟑        
𝑑𝒕 = 𝟑𝒚𝟐𝑑𝒚

� 

𝟏
𝟑
�𝟑𝒚𝟐 𝒔𝒊𝒏(𝒚𝟑)𝑑𝒚
𝟐

𝟎

   =      
𝟏
𝟑
�𝒔𝒊𝒏(𝒕)𝑑𝒕
𝟖

𝟎

   =    −
𝟏
𝟑
𝒄𝒐𝒔(𝒕) �

𝟖
𝟎
�      = 

=    −
𝟏
𝟑

[𝒄𝒐𝒔(𝟖) − 𝟏]    =       
𝟏
𝟑

[𝟏 − 𝒄𝒐𝒔(𝟖)]    

  

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒙 = 𝒚𝟐 

𝒚 = 𝟐 



 

𝑹שרדיוסו  𝒛 -מדובר בגליל סביב ציר ה = 𝑯וגובהו   𝟐 = 𝝆האינטגרנד הינו  . 𝟑 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐. 
 𝒛 -בקליפות גליליות סביב ציר ה נמלא את הגליל

𝑑𝑽 = 𝟐𝝅𝒓𝑯𝑑𝒓 = 𝟔𝝅𝒓𝑑𝒓    ,        𝝆(𝒓)𝑑𝑽 = 𝟔𝝅𝒓𝟑𝑑𝒓 

𝟔𝝅�𝒓𝟑𝑑𝒓
𝟐

𝟎

  =    𝟔𝝅 �
𝒓𝟒

𝟒
� �
𝟐
𝟎
�     =     

𝟑𝝅
𝟐

[𝒓𝟒� �
𝟐
𝟎
�     =     

𝟑𝝅
𝟐 ∙ 𝟏𝟔   =    𝟐𝟒𝝅 

 :באמצעות אינטגרל משולש אפשר גם

�� �𝝆(𝒓)𝒓𝑑𝒓𝑑𝜽𝑑𝒛
𝟐

𝟎

𝟐𝝅

𝟎

𝟐

−𝟏

   =    �𝑑𝒛
𝟐

−𝟏

 � 𝑑𝜽
𝟐𝝅

𝟎

 �𝒓𝟑𝑑𝒓
𝟐

𝟎

   =     𝟒 �𝑑𝒛
𝟐

−𝟏

  � 𝑑𝜽
𝟐𝝅

𝟎

    = 

=   𝟖𝝅 �𝑑𝒛
𝟐

−𝟏

    =     𝟐𝟒𝝅 



 

𝒕 =
𝒚
𝒙

               =>                 
𝜕𝒕
𝜕𝒙

= −
𝒚
𝒙𝟐

       ,        
𝜕𝒕
𝜕𝒚

=
𝟏
𝒙

 

𝜕𝒖
𝜕𝒙

   =    
𝑑𝒇
𝑑𝒕

𝜕𝒕
𝜕𝒙

   =    
𝑑𝒇
𝑑𝒕
�−

𝒚
𝒙𝟐
� 

𝜕𝒖
𝜕𝒚

  =    
𝑑𝒇
𝑑𝒕

𝜕𝒕
𝜕𝒚

   =    
𝑑𝒇
𝑑𝒕

𝟏
𝒙

 

𝒙
𝜕𝒖
𝜕𝒙

+ 𝒚
𝜕𝒖
𝜕𝒚

   =    𝒙
𝑑𝒇
𝑑𝒕

�−
𝒚
𝒙𝟐
� + 𝒚

𝑑𝒇
𝑑𝒕

𝟏
𝒙

   =    −
𝒚
𝒙
𝑑𝒇
𝑑𝒕

+
𝒚
𝒙
𝑑𝒇
𝑑𝒕

= 𝟐𝒂 (𝑔𝑖𝑣𝑒𝑛) 

=>    𝟎 = 𝟐𝒂    =>        𝒂 = 𝟎 

  



 

𝑫(𝒖,𝒗)

𝑫(𝒙,𝒚)
 =    �

𝒖𝒙 𝒖𝒚
𝒗𝒙 𝒗𝒚�     =     �

𝟏 𝟏
−𝟑𝒚
𝒙𝟒

𝟏
𝒙𝟑
�     =      

𝟏
𝒙𝟑

+
𝟑𝒚
𝒙𝟒

    =     
𝒙 + 𝟑𝒚
𝒙𝟒

  

  



 

𝒙(𝒕) = 𝒕      ,       𝒚(𝒕) = √𝟒 − 𝒕      , 𝟎 ≤ 𝒕 ≤  𝟐       => 

𝒓�⃗ (𝒕) = 𝒕𝒙� + √𝟒 − 𝒕 𝒚� 

𝑭��⃗ (𝒕)𝒐𝒏 𝒄𝒖𝒓𝒗 =  [𝒕(𝟒 − 𝒕) + 𝟐𝒎𝒕]𝒙�  +  �𝟒𝒕𝟐√𝟒 − 𝒕�𝒚�     = 

=                      [𝟐(𝒎+ 𝟐)𝒕 − 𝒕𝟐]𝒙� + �𝟒𝒕𝟐√𝟒 − 𝒕�𝒚� 

𝒗��⃗ (𝒕) =  
𝑑𝒓�⃗ (𝒕)

𝑑𝒕            =                 𝟏𝒙� −
𝟏

𝟐√𝟒 − 𝒕
𝒚� 

𝑷(𝒕) =  𝑭��⃗ (𝒕) ∙ 𝒗��⃗ (𝒕)   =   [𝟐(𝒎+ 𝟐)𝒕 − 𝒕𝟐]𝟏 −
𝟒𝒕𝟐√𝟒 − 𝒕
𝟐√𝟒 − 𝒕

  =   𝟐(𝒎+ 𝟐)𝒕 − 𝒕𝟐 − 𝟐𝒕𝟐    = 

=   𝟐(𝒎+ 𝟐)𝒕 − 𝟑𝒕𝟐 

𝑾 =  �𝑷(𝒕)

𝟐

𝟎

𝑑𝒕  =  �[𝟐(𝒎 + 𝟐)𝒕 − 𝟑𝒕𝟐]
𝟐

𝟎

𝑑𝒕   =     [(𝒎 + 𝟐)𝒕𝟐� − 𝒕𝟑 �
𝟐
𝟎
�    =   𝟒(𝒎 + 𝟐) − 𝟖  = 

=    𝟒𝒎 = 𝟐 (𝑔𝑖𝑣𝑒𝑛)     =>         𝒎 =   
𝟏
𝟐 

 

  



 

𝒇(𝒙,𝒚) =
𝟑(𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝟐) + 𝒙𝟐𝒚

𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝟐   =    𝟑+
𝒙𝟐𝒚

𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝟐 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎
𝒚→𝟎

𝒙𝟐𝒚
𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝟐   =    𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎
𝒚=𝒌𝒙

𝒌𝒙𝟑

𝒙𝟐 + 𝟐𝒌𝟐𝒙𝟐     =     𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒌𝒙𝟑

(𝟐𝒌𝟐 + 𝟏)𝒙𝟐     =     𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒌𝒙
𝟐𝒌𝟐 + 𝟏  =   𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎
𝒚→𝟎

𝒇(𝒙,𝒚)   =    𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎
𝒚→𝟎

�𝟑 +
𝒙𝟐𝒚

𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝟐�
  =    𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎
𝒚→𝟎

𝟑 + 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎
𝒚→𝟎

𝒙𝟐𝒚
𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝟐   =    𝟑+ 𝟎  =    𝟑 

𝒇(𝒙,𝒚) 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑜𝑢𝑠 𝑎𝑡 (0,0) (𝑔𝑖𝑣𝑒𝑛)   =>     𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎
𝒚→𝟎

𝒇(𝒙,𝒚) =  𝒇(𝟎,𝟎)  =   𝟑 

 

  



 

𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙𝒚 = −𝟏     =>       𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙𝒚 + 𝟏𝟎 = 𝟗     =>       𝒇(𝒙,𝒚) =    𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙𝒚 + 𝟏𝟎 

𝒇(𝟏,𝟏) =    𝟏 

 

 

 

𝒇(𝒙,𝒚,𝒛) =   𝒙𝟐𝒆𝟐𝒚−𝒛 

𝒇𝒙 =   𝟐𝒙𝒆𝟐𝒚−𝒛      ,          𝒇𝒚 =   𝟐𝒙𝟐𝒆𝟐𝒚−𝒛        ,          𝒇𝒛 =  −𝒙𝟐𝒆𝟐𝒚−𝒛 

𝒇𝒙(𝟐,𝟏,𝟐) =   𝟒      ,          𝒇𝒚(𝟐,𝟏,𝟐) =   𝟖        ,          𝒇𝒛(𝟐,𝟏,𝟐) =  −𝟒 

𝒇𝒙(𝑷𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟎) + 𝒇𝒚(𝑷𝟎)(𝒚 − 𝒙𝟎) + 𝒇𝒛(𝑷𝟎)(𝒛 − 𝒙𝟎) = 𝟎 

𝟒(𝒙 − 𝟐) + 𝟖(𝒚 − 𝟏) − 𝟒(𝒛 − 𝟐) = 𝟎      𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡 𝑝𝑙𝑎𝑖𝑛 𝑃 

𝟒(𝟎 − 𝟐) + 𝟖(𝟎 − 𝟏) − 𝟒(𝒛 − 𝟐) = 𝟎    =>       𝟒(𝒛 − 𝟐) =  −𝟏𝟔     =>       𝒛 = −𝟐 

  



 

𝒇(𝒙,𝒚) = 𝒙𝟐 + 𝒙𝒚 + 𝒂𝒚𝟐 

𝒇𝒙 =   𝟐𝒙+ 𝒚 

𝒇𝒚 =   𝒙 + 𝟐𝒂𝒚 

�𝟐𝒙 + 𝒚  = 𝟎
𝒙 + 𝟐𝒂𝒚 = 𝟎

�    =>       𝒙 − 𝟒𝒂𝒙 = 𝟎    =>       𝒙(𝟒𝒂 − 𝟏) = 𝟎 

𝒂עבור  ≠ 𝟏
𝟒

 .מתאפסות שתי הנגזרות החלקיות בראשית הצירים 

𝒂 עבור  = 𝟏
𝟒

𝒚  על הישרבכל נקודה שמתאפסות שתי הנגזרות החלקיות   = −𝟐𝒙. 

𝒇𝒙𝒙 =   𝟐     ,     𝒇𝒙𝒚 =   𝟏      ,      𝒇𝒚𝒚 = 𝟐𝒂 

∆= �
𝒇𝒙𝒙 𝒇𝒙𝒚
𝒇𝒙𝒚 𝒇𝒚𝒚

� = �𝟐 𝟏
𝟏 𝟐𝒂� =  𝟒𝒂 − 𝟏 

𝟏עבור 
𝟒 < 𝒂 הצירים ועבור  תקבל מינימום מקומי בראשיתמ𝒂 < 𝟏

𝟒
 .תקבל שם אוכףמ 

 

𝒂עבור  = 𝟏
𝟒

 . נפרדתנדרשת חקירה  
𝒚על הישר  𝒇 נחשב ערכה של = −𝟐𝒙  ) של  שתי נגזרותיה החלקיותהישר שבכל נקודה עליו מתאפסות𝒇( 

𝒇(𝒙,𝒚) = 𝒙𝟐 + 𝒙𝒚 + 𝟏
𝟒
𝒚𝟐  = �𝒙 + 𝒚

𝟐
�
𝟐

        =>          𝒇(𝒙,−𝟐𝒙) =  �𝒙 + −𝟐𝒙
𝟐
�
𝟐

 =  𝟎         

𝒚על הישר , ובכן = −𝟐𝒙  הפונקציה𝒇 חיוביתהיא משני צדדיו מתאפסת ו . 
 .)שערכן אפס( אינסוף נקודות מינימום ישנן לאורכו אם כך

  



 

𝒛
𝟐

=
𝒙𝟐

𝟗
−
𝒚𝟐

𝟒
        =>        𝒛 =

𝟐
𝟗
𝒙𝟐 −

𝟏
𝟐
𝒚𝟐 

𝒙 = 𝟐     =>        𝒛 =
𝟐
𝟗
𝟐𝟐 −

𝟏
𝟐
𝒚𝟐      =>        𝒛 =

𝟖
𝟗
−
𝟏
𝟐
𝒚𝟐 

  



 

𝒓�⃗ (𝒕) =
𝒕𝟐

𝟐 𝒙
� + �√𝟐𝒕 − 𝟐� 𝒚� + 𝒍𝒏(𝒕)𝒛� 

𝒗��⃗ (𝒕) =  
𝑑𝒓�⃗ (𝒕)

𝑑𝒕 =    𝒕𝒙� + √𝟐𝒚� +
𝟏
𝒕 𝒛
�     =>       �𝒗��⃗ (𝒕)� = �𝒕𝟐 + 𝟐 +

𝟏
𝒕𝟐     =   �

𝒕𝟒 + 𝟐𝒕𝟐 + 𝟏
𝒕𝟐    = 

=   �
(𝒕𝟐 + 𝟏)𝟐

𝒕𝟐    =    
𝒕𝟐 + 𝟏
𝒕    =    𝒕 +

𝟏
𝒕              ,           𝑑𝒓 =  �𝒗��⃗ (𝒕)�𝒅𝒕 =  �𝒕 +

𝟏
𝒕� 𝑑𝒕 

𝑳𝜸 =  ��𝒕 +
𝟏
𝒕�

𝟐

𝟏

𝑑𝒕    =     �
𝒕𝟐

𝟐
� + 𝒍𝒏(𝒕) �

𝟐
𝟏
�       =      𝟐 + 𝒍𝒏𝟐 −

𝟏
𝟐        =        

𝟑
𝟐 + 𝒍𝒏𝟐 



 

 

𝝅�(𝟗 − 𝒛𝟐)𝑑𝒛
𝟑

𝟐

   =     𝝅�𝟗𝒛 −
𝒛𝟑

𝟑
� �
𝟑
𝟐
�     =      𝝅 �𝟐𝟕 − 𝟗 − �𝟏𝟖 −

𝟖
𝟑��     =      

𝟖𝝅
𝟑  

 :באמצעות אינטגרל משולש או

  �𝑑𝑧
3

2

  � 𝑑𝜃
2𝜋

0

  � 𝑟𝑑𝑟
√9−𝑧2

0

     =        �𝑑𝑧
3

2

  � 𝑑𝜃
2𝜋

0

 �
𝑟2

2
� �
√9− 𝑧2

0
�      =  

=    
1
2 �𝑑𝑧

3

2

  � (9 − 𝑧2)𝑑𝜃
2𝜋

0

   =      
1
2 �𝑑𝑧

3

2

  [(9 − 𝑧2)𝜃� �
2𝜋
0
�       = 

=    
2𝜋
2  �(9 − 𝑧2)𝑑𝑧

3

2

    =      … .. 

  

𝒓 = �𝒙𝟐 + 𝒚𝟐  =  �9 − 𝒛𝟐 

𝒅𝑽 = 𝝅𝒓𝟐𝑑𝒛 = 𝝅�9 − 𝒛𝟐�𝑑𝒛 

𝒛שבולטת מעל המישור האופקי " כיפה"מדובר בנפח ה = 𝟐 . 

 אפשר למלאו בדיסקות אופקיות שרדיוסן  

 הוא מכפלת שטחה בעובייה נפחה של דיסקה .𝑑𝒛 ועוביין

𝒛 -אינטגרציה מ = 𝒛עד  𝟐 =  .תניב את הנפח המבוקש 𝟑

 



 

 ⃗��𝒂גודלו של 

|𝒂��⃗ | = �(−𝟑)𝟐 + 𝟑𝟐  =   √𝟏𝟖 

 ⃗��𝒂 כיוונו של

𝒂�  =  
𝒂��⃗

|𝒂��⃗ |  =  
−𝟑𝒙� + 𝟑𝒚�
√𝟏𝟖

  =  −
√𝟐
𝟐 𝒙� +

√𝟐
𝟐 𝒚� 

𝒇 שלהנגזרות החלקיות  = 𝒚𝟐𝒍𝒏(𝒙)  ב-  𝑷(𝟏 ,𝟒) 

𝒇𝒙(𝟏 ,𝟒) =
𝐲𝟐

𝐱 �(𝟏 ,𝟒)
� = 𝟏𝟔 

𝒇𝒚(𝟏 ,𝟒) = 𝟐𝒚𝒍𝒏(𝒙) �(𝟏 ,𝟒)
� = 𝟎 

 𝑷(𝟏 ,𝟒) -ב  𝒇נט של  הגרדיא

�𝜵��⃗ 𝒇�(𝟏,𝟒) =  𝟏𝟔𝒙� 

  ⃗��𝒂בכיוון של  𝑷(𝟏 ,𝟒) בנקודה  𝒇הנגזרת של  
 

�
𝒅𝒇
𝒅𝒔�𝒂�,(𝟏,𝟒)

=  �𝜵��⃗ 𝒇�(𝟏,𝟒) ∙ 𝒂�  =  (𝟏𝟔𝒙� + 𝟎𝒚�) ∙ �−
𝟏
√𝟐

𝒙� +
𝟏
√𝟐

𝒚��  =  −
𝟏𝟔
√𝟐

+ 𝟎 

  



 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙,𝒚) =   𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐𝒚𝟐

𝒙𝟐𝒚𝟐 + (𝒙 − 𝒚)𝟐   =    𝒚𝟐 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐

𝒙𝟐𝒚𝟐 + (𝒙 − 𝒚)𝟐   =    𝟎 

𝒍𝒊𝒎
𝒚→𝟎

�𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙,𝒚)�   =    𝒍𝒊𝒎
𝒚→𝟎

[𝟎]   =    𝟎 

𝒍𝒊𝒎
𝒚→𝟎

𝒇(𝒙,𝒚) =   𝒍𝒊𝒎
𝒚→𝟎

𝒙𝟐𝒚𝟐

𝒙𝟐𝒚𝟐 + (𝒙 − 𝒚)𝟐   =    𝒙𝟐 𝒍𝒊𝒎
𝒚→𝟎

𝒚𝟐

𝒙𝟐𝒚𝟐 + (𝒙 − 𝒚)𝟐   =    𝟎 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

�𝒍𝒊𝒎
𝒚→𝟎

𝒇(𝒙,𝒚)�   =    𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

[𝟎]   =    𝟎 

  



 

 

𝝆 = 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽         ,         𝑑𝑨 = 𝒓𝑑𝒓𝑑𝜽    =>       𝝆𝑑𝑨 = 𝒓𝟑𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽𝑑𝒓𝑑𝜽 

𝑴 = �𝝆𝑑𝑨
𝑫

  =    ��𝒓𝟑𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽𝑑𝒓𝑑𝜽
𝟐

𝟏

𝝅

𝟎

  =    
𝟏
𝟒� 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽𝑑𝜽

𝝅

𝟎

 �𝒓𝟒 �
𝟐
𝟏
��   =    

𝟏𝟓
𝟒 � 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽𝑑𝜽

𝝅

𝟎

  =  

=  
𝟏𝟓
𝟖 �[𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝜽)]𝑑𝜽

𝝅

𝟎

  =    
𝟏𝟓
𝟖 �𝜽 −

𝐬𝐢𝐧(𝟐𝜽)
𝟐

� �
𝝅
𝟎
�   =    

𝟏𝟓
𝟖

[𝝅 − 𝟎 − (𝟎)]   =    
𝟏𝟓𝝅
𝟖  

 

 

  

𝑑𝒎(𝒚) = 𝝆(𝒚)𝒅𝑨 =  𝒚𝟐𝒙𝑑𝒚 

 .𝒙 -מתחת לציר המדובר במסת השטח שבין שני המעגלים 

אפשר לחשב את מסת חצי העיגול הגדול ולהפחית ממנה את מסת חצי 

  𝒚תלויה כאן רק במשתנה  𝝆צפיפות המסה . העיגול הקטן

בעלי מסה  𝒙 -לציר המקבילים כך שמפתה לחלק את השטח למלבנים 

𝑑𝒎  ולבצע אינטגרציה אחת בלבד לפי𝒚. 

לציר זהה מסת השטח שמעל , 𝒚של  בריבועותלוי  𝝆 -מאחר ו, בנוסף

 . לזו שמתחתיו כך שאפשר לחשב את הראשונה אם מעדיפים 𝒙 -ה

𝑑𝒎(𝒚)דול  עבור העיגול הג =  𝒚𝟐�𝟒 − 𝒚𝟐𝑑𝒚 

𝑑𝒎(𝒚)עבור העיגול הקטן    =  𝒚𝟐�𝟏 − 𝒚𝟐𝑑𝒚 

 ,כ לחישוב"אבל האינטגרל דורש הצבה טריגונומטרית ואינו פשוט כ

 .קוטביות תאז נוותר על דרך זו ונלך על אינטגרל כפול בקואורדינאטו

𝒙 = �𝟏 − 𝒚𝟐 

𝒙 = �𝟒 − 𝒚𝟐 

𝒙 

𝒙 

𝒙 

𝒚 

𝑑𝒚 

𝑑𝒚 



 

𝒇(∆𝒙.𝟎) − 𝟎
∆𝒙

  =    
𝟏
∆𝒙

∙
𝟐(∆𝒙)𝟑 + 𝟑 ∙ 𝟎𝟐

𝟑𝒔𝒊𝒏𝟐(∆𝒙) + 𝟐 ∙ 𝟎𝟐
   =     

𝟐(∆𝒙)𝟐

𝟑𝒔𝒊𝒏𝟐(∆𝒙)    =     
𝟐
𝟑
�

∆𝒙
𝐬𝐢𝐧(∆𝒙)�

𝟐
 

𝒇𝒙(𝟎,𝟎) =  𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

𝒇(∆𝒙.𝟎) − 𝟎
∆𝒙

    =      
𝟐
𝟑
𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

�
∆𝒙

𝐬𝐢𝐧(∆𝒙)�
𝟐

   =      
𝟐
𝟑

(𝟏)𝟐     =      
𝟐
𝟑

 

  



 

𝛾:   𝒓�⃗ (𝒕) =   𝒆𝒕/𝟐𝒙�  +  
𝒕
𝟐

 𝒚� 

𝒗��⃗ (𝒕) =  
𝑑𝒓�⃗ (𝒕)

𝑑𝒕
 =    

𝟏
𝟐
𝒆𝒕/𝟐𝒙�  +  

𝟏
𝟐
𝒚�      =>       �𝒗��⃗ (𝒕)� =

𝟏
𝟐
�𝒆𝒕 + 𝟏  

𝑑𝒓 =  �𝒗��⃗ (𝒕)�𝒅𝒕 =   
𝟏
𝟐
�𝒆𝒕 + 𝟏𝑑𝒕 

𝝆 = 𝒙𝟐   =>      𝑜𝑛 𝑡ℎ𝑒 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑒 𝜸 𝑤𝑒 ℎ𝑎𝑣𝑒  𝝆 =  �𝒆𝒕/𝟐�𝟐  =  𝒆𝒕 

𝑑𝒎 = 𝝆𝑑𝒓 =  
𝟏
𝟐
𝒆𝒕�𝒆𝒕 + 𝟏𝑑𝒕 

𝑴𝜸 =  
𝟏
𝟐� 𝒆𝒕�𝒆𝒕 + 𝟏
𝒍𝒏𝟑

𝟎

𝑑𝒕    =      
𝟏
𝟐�√𝒖

𝟒

𝟐

𝑑𝒖   =      
𝟏
𝟑 �𝒖

𝟑/𝟐� �
𝟒
𝟐
�       =     

𝟏
𝟑 �𝟖 − 𝟐√𝟐� 

  



 

𝒇(𝒙,𝟏−𝒙) =  𝒙𝟐 − 𝟐(𝟏 − 𝒙)𝟐   =    −𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟐 

𝒙𝒎𝒂𝒙 =
−𝒃
𝟐𝒂

= 𝟐     =>      (𝟐,−𝟏) 

𝒙תחת האילוץ  + 𝒚 =  .2וערכו  (𝟏−,𝟐)נקודה מתקבל ב 𝒇המקסימום המוחלט של  𝟏

 

 

 

 

 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎
𝒚→𝟎

�(𝒙 + 𝒚) 𝒔𝒊𝒏 �
𝟏
𝒙
� 𝒔𝒊𝒏 �

𝟏
𝒚
��  =   𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
𝒚→𝟎

(𝒙 + 𝒚)  ∙  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎
𝒚→𝟎

𝒔𝒊𝒏 �
𝟏
𝒙
�  ∙  𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
𝒚→𝟎

𝒔𝒊𝒏 �
𝟏
𝒚
�  = 

=  𝟎 ∙ 𝒃𝒐𝒖𝒏𝒅𝒆𝒅 ∙ 𝒃𝒐𝒖𝒏𝒅𝒆𝒅  =   𝟎 


