
𝒙𝟐 נתון הכדור + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝟒𝒂𝟐 .  קודחים דרכו את הגליל𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟐𝒂𝒚 .  בטא את נפח הקדח באמצעות𝒂 . 

𝒄𝒚𝒍𝒊𝒏𝒅𝒆𝒓:     𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟐𝒂𝒚     =>       �
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒂𝒚 = 𝟎    =>      𝒙𝟐 + (𝒚 − 𝒂)𝟐 = 𝒂𝟐

𝑹𝟐 = 𝟐𝒂𝑹𝒔𝒊𝒏𝜽   =>     𝑹(𝜽) = 𝟐𝒂𝒔𝒊𝒏𝜽                            
� 

  

 

 

 

 

 

 

𝒛(𝒓) = �(𝟐𝒂)𝟐 − 𝒓𝟐 

 . 𝑹(𝜽)א וקיר פולארי השל  כואור
 ".מקלות פולאריים"הקיר בנוי מ

תלוי במרחקו של ) 𝒛(אורכו של מקל 
 :באופן הבא ) 𝒓(המקל מהראשית 

אנו מצמידים , לבנות קיר פולאריכדי 
מקלות פולאריים זה לזה החל במקל 

𝒓 -אשר עומד ב = וכלה במקל אשר  𝟎
𝒓 -עומד ב = 𝑹(𝜽) .  זאת עושה

 .𝒅𝒓האינטגרציה הראשונה שלפי  

כ אנו מצמידים קירות פולאריים זה "אח
זאת עושה . ככנפי מניפה, לזה

 .𝒅𝜽האינטגרציה השנייה שלפי  

 

𝒚 

𝒙 

𝒙 

(𝟎,𝒂) 

מספיק לחשב את נפח הקדח .  𝒙,𝒚הגופים עם מישור חיתוך : למעלה

 ).אם נזכור(בסוף נכפול בארבע . מעל הרביע הראשון

𝒔𝒑𝒉𝒆𝒓𝒆:    𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝟒𝒂𝟐    =>     𝒓𝟐 + 𝒛𝟐 = (𝟐𝒂)𝟐    =>     𝒛(𝒓) = �(𝟐𝒂)𝟐 − 𝒓𝟐 

 .תחום האינטגרציה –וכן התחום בו חותך הגליל את המישור ,  𝒙,𝒚מוצג חצי הכדור שמעל מישור . מבט איזומטרי:  למטה

 . 𝒅𝜽הזווית בניהן היא  - דפנותיו אינן מקבילות, בהיותו פולארי .𝒅𝒓אשר נבנה באינטגרציה הראשונה לפי  " קיר פולארי"מוצג גם 

𝜽 

𝜽 

𝒛(𝒓) = �(𝟐𝒂)𝟐 − 𝒓𝟐 

) 𝒙,𝒚הגליל עם מישור חיתוך ( המעגל הקטן
 . Rהוא תחום האינטגרציה 

(𝟎,𝟐𝒂) 

𝑹(𝜽) 

𝒓 

 "מקל פולארי"בסיסו של 

𝒚 

(𝟎,𝒂) 

𝑹𝒎𝒂𝒙 = 𝟐𝒂 

𝑹(𝜽) = 𝟐𝒂𝒔𝒊𝒏𝜽 

𝒓 

(𝟐𝒂,𝟎) (𝟎,𝟎) 



 

�𝒇(𝒙,𝒚)

𝑹

𝒅𝑨    =      � � �(𝟐𝒂)𝟐 − 𝒓𝟐 ∙ 𝒓 ∙ 𝒅𝒓 ∙ 𝒅𝜽
𝟐𝒂𝒔𝒊𝒏𝜽

𝟎

𝝅/𝟐

𝟎
      ,          �𝒖 = (𝟐𝒂)𝟐 − 𝒓𝟐

𝒅𝒖 = −𝟐𝒓𝒅𝒓    
� 

 ! 𝒖לנו את הנגזרת הפנימית של " קמבןמ"ההתמרה הפולארית של  𝒓יעקוביאן השימו לב כיצד 

�𝒓 = 𝟎     →     𝒖 = (𝟐𝒂)𝟐                                                                                                                                                 
𝒓 = 𝟐𝒂𝒔𝒊𝒏𝜽    →      𝒖 = (𝟐𝒂)𝟐 − (𝟐𝒂𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐   =   (𝟐𝒂)𝟐(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽)  =  (𝟐𝒂)𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽  =  (𝟐𝒂𝒄𝒐𝒔𝜽)𝟐

� 

=  −
𝟏
𝟐
� � �(𝟐𝒂)𝟐 − 𝒓𝟐 ∙ (−𝟐) ∙ 𝒓 ∙ 𝒅𝒓 ∙ 𝒅𝜽

𝟐𝒂𝒔𝒊𝒏𝜽

𝟎

𝝅/𝟐

𝟎
  =   −

𝟏
𝟐
� � √𝒖 ∙ 𝒅𝒖 ∙ 𝒅𝜽

(𝟐𝒂𝒄𝒐𝒔𝜽)𝟐

(𝟐𝒂)𝟐

𝝅/𝟐

𝟎
  = 

=  
𝟏
𝟐
� � √𝒖 ∙ 𝒅𝒖 ∙ 𝒅𝜽

(𝟐𝒂)𝟐

(𝟐𝒂𝒄𝒐𝒔𝜽)𝟐

𝝅/𝟐

𝟎
   =     

𝟏
𝟑
� 𝒖𝟑/𝟐 �

(𝟐𝒂)𝟐

(𝟐𝒂𝒄𝒐𝒔𝜽)𝟐
� ∙ 𝒅𝜽

𝝅/𝟐

𝟎
   =     

𝟏
𝟑
� �(𝟐𝒂)𝟑 − (𝟐𝒂𝒄𝒐𝒔𝜽)𝟑� ∙ 𝒅𝜽
𝝅/𝟐

𝟎
  = 

=  
(𝟐𝒂)𝟑

𝟑
� (𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟑𝜽)𝒅𝜽
𝝅/𝟐

𝟎
   =   

(𝟐𝒂)𝟑

𝟑
� (𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽𝒄𝒐𝒔𝜽)𝒅𝜽
𝝅/𝟐

𝟎
   =   

(𝟐𝒂)𝟑

𝟑
∙ �𝜽 − 𝒔𝒊𝒏𝜽+

𝒔𝒊𝒏𝟑𝜽
𝟑

� �
𝝅/𝟐
𝟎
� = 

=  (𝟐𝒂)𝟑

𝟑
∙ �𝝅

𝟐
− 𝟏 + 𝟏

𝟑
�   =   𝟖𝒂

𝟑

𝟑
∙ �𝝅

𝟐
− 𝟐

𝟑
�   =   𝟖𝒂

𝟑

𝟑
∙ 𝟑𝝅−𝟒

𝟔
  =   𝟒(𝟑𝝅−𝟒)

𝟗
𝒂𝟑   =>   𝑽 דחק =  𝟏𝟔(𝟑𝝅−𝟒)

𝟗
𝒂𝟑  𝑪𝒖𝒃𝒊𝒄 𝑼𝒏𝒊𝒕𝒔  

𝜽 

𝑹 

𝑹(𝜽) = 𝟐𝒂𝒔𝒊𝒏𝜽 

 

𝝅
𝟐 

, )𝑹(את הקשר שבין אורכו של קיר פולארי  גרף זה מציג

 .החיובי 𝒙שהוא יוצר עם ציר ) 𝛉(לבין הזווית 

𝟐𝒂 



 :קושיה ץהיכן צלהבין כדי  𝒙,𝒚במערכת הקרטזית  הבעיננסה כעת לפתור את ה

𝒄𝒚𝒍𝒊𝒏𝒅𝒆𝒓:     𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟐𝒂𝒚     =>       �
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒂𝒚 = 𝟎    =>      𝒙𝟐 + (𝒚 − 𝒂)𝟐 = 𝒂𝟐

𝒙 = �𝟐𝒂𝒚 − 𝒚𝟐                                                               
� 

  

 

 

 

 

 

 

� � �(𝟐𝒂)𝟐 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐𝒅𝒙𝒅𝒚
�𝟐𝒂𝒚−𝒚𝟐

𝟎

𝟐𝒂

𝟎
 

�𝒖 = (𝟐𝒂)𝟐 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐
𝒅𝒖 = −𝟐𝒙𝒅𝒙              

� 

לכן , 𝒅𝒖 לצורך מחוץ לשורש 𝒙אין לנו ! אופס

 .ובנתקענו עם אינטגרל מסובך מאוד לחיש

מדוע כדאי היה לעבור מהמערכת  כעת ברור לנו

 . 𝒓,𝜽  למערכת הפולארית 𝒙,𝒚הקרטזית 

 

𝒙 

𝒙 

(𝟎,𝒂) 

𝒚 

(𝟐𝒂,𝟎) 

(𝟎,𝒂) 

(𝟎,𝟐𝒂) 

מספיק לחשב את נפח הקדח .  𝒙,𝒚הגופים עם מישור חיתוך : למעלה

 ...).אם נגיע לסוף(בסוף נכפול בארבע . מעל הרביע הראשון

𝒔𝒑𝒉𝒆𝒓𝒆:    𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝟒𝒂𝟐    =>     𝒛(𝒙,𝒚) = �(𝟐𝒂)𝟐 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 

 .תחום האינטגרציה –וכן התחום בו חותך הגליל את המישור ,  𝒙,𝒚מוצג חצי הכדור שמעל מישור . מבט איזומטרי:  למטה

 . 𝒅𝒚המרחק בניהן הוא  –דפנותיו מקבילות , בהיותו קרטזי. 𝒅𝒙אשר נבנה באינטגרציה הראשונה לפי  " קיר קרטזי"מוצג גם 

𝒛 = �(𝟐𝒂)𝟐 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 

(𝟎,𝟐𝒂) 

) 𝒙,𝒚הגליל עם מישור חיתוך ( המעגל הקטן
 . Rהוא תחום האינטגרציה 

𝒙 = �𝟐𝒂𝒚 − 𝒚𝟐 

𝒙 = �𝟐𝒂𝒚 − 𝒚𝟐 

(𝟎,𝟎) 

𝒚 

(𝒙,𝒚) 


