
  אינטגרל לא אמיתי .1

∫האינטגרל   aעבור אילו ערכים של  ( 𝑎𝑥
1+𝑥2

− 1
2𝑥

)𝑑𝑥∞
 ?מה ערכו של האינטגרל? מתכנס 1

𝒂𝒙
𝟏 + 𝒙𝟐 −

𝟏
𝟐𝒙   =    

𝟐𝒂𝒙𝟐 − 𝟏 − 𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐   =    
(𝟐𝒂 − 𝟏)𝒙𝟐 − 𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐  

𝒂עבור  = 𝟏
𝟐

∫ )בערך מוחלט( מתקבל  1
1+𝑥2

𝑑𝑥∞
∫אשר   1 1

𝑥2
𝑑𝑥∞

𝒑(המתכנס  1 =  .גגמהווה לו ) 𝟐

𝒂עבור  ≠ 𝟏
𝟐

𝟐𝒂 -אלא שואף ל(מתקבל אינטגרנד אשר כלל אינו שואף לאפס   − 𝐱כאשר ) 𝟏 → ∞. 

𝒂עבור רק  מתכנס הנתוןהאינטגרל , אם כך = 𝟏
𝟐

. 

 

 :חישוב ערכו של האינטגרל

−�
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐 𝒅𝒙
∞

𝟏
    =     − 𝐥𝐢𝐦

𝒃→∞
�

𝟏
𝟏 + 𝒙𝟐 𝒅𝒙

𝒃

𝟏
     =      − 𝐥𝐢𝐦

𝒃→∞
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙) �

𝒃
𝟏
�     = 

=      − 𝐥𝐢𝐦
𝒃→∞

[𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒃)− 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝟏)]       =       
𝝅
𝟐 −

𝝅
𝟒     =      

𝝅
𝟒 



 גרדיאנט ונגזרת כיוונית .2

 . B)1,1(הנקודה  בכיוון  -2ונגזרת שערכה  A)2,2(בכיוון הנקודה  2יש נגזרת שערכה , P)1,2(בנקודה , f(x,y)לפונקציה 

 ).'נק 𝑓𝑥(1,2) ,𝑓𝑦(1,2) )12מצא את . א

 ).'נק 13( C)4,6(בכיוון אל הנקודה  P)1,2(בנקודה  fמצא את הנגזרת של  . ב

 :'פיתרון א

𝑷𝑨������⃗ = 𝒙� ) מתקבל מחיסור שיעורי נקודהP  מאלה של נקודהA .(כך ש גודלו ממילא אחד-  𝑢�PA = 𝒙�. 

𝑷𝑩������⃗ = −𝒚� ) מתקבל מחיסור שיעורי נקודהP  מאלה של נקודהB .(כך ש גודלו ממילא אחד-  𝑢�PB = −𝒚�. 

⃗��𝜵אנו יודעים שמכפלת ווקטור הגרדיאנט  𝒇  בווקטור הכיוון𝒖�  כאן אשר נתונה לנו( הכיווניתאת הנגזרת מניבה(: 

�
𝜵��⃗ 𝒇 ∙ 𝒖�𝑷𝑨 = �𝒅𝒇

𝒅𝒔
�
𝒖�𝑷𝑨,𝑷𝟎

    =>     �𝒇𝒙(𝟏.𝟐)𝒙� + 𝒇𝒚(𝟏.𝟐)𝒚�� ∙ (𝒙�)  =  𝟐 (𝒈𝒊𝒗𝒆𝒏)  =  𝒇𝒙(𝟏.𝟐)     =>        𝒇𝒙(𝟏.𝟐) = 𝟐

 𝜵��⃗ 𝒇 ∙ 𝒖�𝑷𝑩 = �𝒅𝒇
𝒅𝒔
�
𝒖�𝑷𝑩,𝑷𝟎

    =>    �𝒇𝒙(𝟏.𝟐)𝒙� + 𝒇𝒚(𝟏.𝟐)𝒚�� ∙ (−𝒚�)  =  −𝟐 (𝒈𝒊𝒗𝒆𝒏) =  −𝒇𝒚(𝟏.𝟐)  =>   𝒇𝒚(𝟏.𝟐) = 𝟐 
� 

  

 :)בדרך הפורמאלית( 'פיתרון ב

𝑷𝑪�����⃗ = 𝟑𝒙� + 𝟒𝒚� ) מתקבל מחיסור שיעורי נקודהP  מאלה של נקודהC .( שכך  5גודלו-  𝒖�𝑷𝑪 = 𝟑
𝟓𝒙� + 𝟒

𝟓𝒚�. 

⃗��𝜵מכפלת ווקטור הגרדיאנט  𝒇  בווקטור הכיוון𝒖�  שעלינו לחשבה כאן( הנגזרת הכיווניתמניבה את(: 

𝜵��⃗ 𝒇 ∙ 𝒖�𝐏𝐂 = �
𝒅𝒇
𝒅𝒔�𝒖�𝐏𝐂,𝑷𝟎

    =>          (𝟐𝒙� + 𝟐𝒚�) ∙ �𝟑
𝟓
𝒙� + 𝟒

𝟓
𝒚��   =   

𝟔
𝟓

+
𝟖
𝟓

  =    
𝟏𝟒
𝟓

   =     𝟐.𝟖 

𝜵��⃗ 𝒇 

𝑷(𝟏.𝟐) 𝑨(𝟐.𝟐) 

𝑩(𝟏.𝟏) 

𝒙 
�
𝒅𝒇
𝒅𝒔
�
𝒖�𝑷𝑪,𝑷𝟎

= √𝟖 𝒄𝒐𝒔𝟖.𝟏𝟑° = 𝟐.𝟖 

 :קל להבין את משמעות הנתונים מהציור
 
בכיוון  2יש נגזרת שערכה  P)1,2(בנקודה  𝑓(x.y) -ל"

 ".2היטל הגרדיאנט ימינה הוא "משמעו " A)2,2(הנקודה 
 
 משמעו " B)1,1(הנקודה  בכיוון  -2ונגזרת שערכה "
 ."מעלה 2א "ז, -2היטל הגרדיאנט מטה הוא "
 

 .45°וכיוונו  8√כך שגודל הגרדיאנט הוא מ משתמע
 

 :'לסעיף ב

קטן אך ) ירוק חץ( 𝑪(𝟒.𝟔)היטל הגרדיאנט בכיוון הנקודה 

 .(8.13°)בשל הזווית הקטנה שביניהם , גרדיאנטמהבמעט 

תניב את , הכפלת גודל הגרדיאנט בקוסינוס הזווית הזו

 :'התשובה לסעיף ב

𝑪(𝟒.𝟔) 
𝒚 



  נקודות קיצון .3

ניתנת לחישוב על ידי הביטוי   , 8√מעגלי אשר מרכזו בראשית ורדיוסו  משטחשל  )במעלות צלזיוס( טמפרטורהה

𝑇(𝑥, 𝑦) = 60𝑥𝑦 +  ?טחשממות ביותר והקרות ביותר על פני המהן הנקודות הח. 10

 :פיתרון

 :נקודות קיצון פנימיות

�
𝒇𝒙 = 𝟔𝟎𝒚 = 𝟎  =>    𝒙 = 𝟎
𝒇𝒚 = 𝟔𝟎𝒙 = 𝟎  =>    𝒙 = 𝟎

�        =>      (𝟎,𝟎,𝟏𝟎)𝒔𝒖𝒔𝒑𝒆𝒄𝒕𝒆𝒅 

 ).Yוגם במקביל לציר (מניבה פיתול  Xל במקביל לציר "תנועה על משטח הפונקציה דרך הנקודה הנ

 .אם כך זוהי נקודת אוכף

𝒙𝟐א על האילוץ  "ז, נקודות קיצון על היקף המשטחכעת ל + 𝐲𝟐 = 𝟖 : 

𝑻�𝒙,�𝟖−𝒙𝟐� = 𝟔𝟎𝒙�𝟖 − 𝒙𝟐 + 𝟏𝟎   =>     𝑻(𝒙)
′ = 𝟔𝟎��𝟖 − 𝒙𝟐 −

𝒙𝟐

√𝟖 − 𝒙𝟐
� = 𝟎     => 

=>    𝟖 − 𝒙𝟐 − 𝒙𝟐 = 𝟎    =>       𝒙 = ±𝟐    ,     𝒚 = �𝟖 − 𝒙𝟐 = ±𝟐 

𝑻(𝟐,𝟐) = 𝟐𝟓𝟎°𝑪      ,      𝑻(−𝟐,𝟐) = −𝟐𝟑𝟎°𝑪      ,      𝑻(−𝟐,−𝟐) = 𝟐𝟓𝟎°𝑪      ,      𝑻(𝟐,−𝟐) = −𝟐𝟑𝟎°𝑪 

 

                         

𝒚 

𝒙 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟖 

(𝟐,𝟐,𝟐𝟓𝟎) 

(−𝟐,−𝟐,𝟐𝟓𝟎) 

(−𝟐,𝟐,−𝟐𝟑𝟎) 

(𝟐,−𝟐,−𝟐𝟑𝟎) 

(𝟎,𝟎,𝟏𝟎) 
Saddle 

(𝟐,𝟐,𝟐𝟓𝟎) 

(−𝟐,−𝟐,𝟐𝟓𝟎) 

(𝟐,−𝟐,−𝟐𝟑𝟎) 



 ' לגרנז .4

,𝑎1,𝑎2,𝑎3הנח כי  … ,𝑎𝑛  הםn מספרים חיוביים . 

∑לי של אמצא את הערך המקסימ 𝒂𝒊𝒙𝒊𝒏
𝒊=𝟏  הכפוף לאילוץ∑ 𝒙𝒊𝟐 = 𝟏𝒏

𝒊=𝟏. 

 :פיתרון

𝒇(𝒙𝒊) = �𝒂𝒊𝒙𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

 =   𝒂𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟐𝒙𝟐 + 𝒂𝟑𝒙𝟑 + ⋯+ 𝒂𝒊𝒙𝒊 + ⋯+ 𝒂𝒏𝒙𝒏  →    𝒎𝒂𝒙 

𝒈(𝒙𝒊) = �𝒙𝒊𝟐
𝒏

𝒊=𝟏

− 𝟏  =   𝒙𝟏𝟐 + 𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝟑𝟐 + ⋯+ 𝒙𝒊𝟐 + ⋯+ 𝒙𝒏𝟐 − 𝟏 

 :פתרון משוואת הגרדיינט

𝜵��⃗ 𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈    =>          �𝒂𝒊𝒙�
𝒏

𝒊=𝟏

 =  𝝀 ∙ 𝟐�𝒙𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

𝒙�        =>        �𝒂𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

= 𝟐𝝀�𝒙𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

      => 

𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 + 𝒂𝟑 + ⋯+ 𝒂𝒊 + ⋯+ 𝒂𝒏   =    𝟐𝝀(𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 + ⋯+ 𝒙𝒊 + ⋯+ 𝒙𝒏)     => 

𝒂𝟏
𝒙𝟏

=
𝒂𝟐
𝒙𝟐

=
𝒂𝟑
𝒙𝟑

= ⋯ =
𝒂𝒊
𝒙𝒊

= ⋯ =
𝒂𝒏
𝒙𝒏

= 𝟐𝝀    =>      𝒙𝒊 =
𝒙𝟏
𝒂𝟏

𝒂𝒊     =>       𝒙𝒊𝟐 =
𝒙𝟏𝟐

𝒂𝟏𝟐
𝒂𝒊𝟐 

 
 :הצבה במשוואת האילוץ

�𝒙𝒊𝟐
𝒏

𝒊=𝟏

= 𝟏     =>       
𝒙𝟏𝟐

𝒂𝟏𝟐
 �𝒂𝒊𝟐
𝒏

𝒊=𝟏

= 𝟏     =>       
𝒙𝟏𝟐

𝒂𝟏𝟐
=

𝟏
∑ 𝒂𝒊𝟐𝒏
𝒊=𝟏

     =>       
𝒙𝟏
𝒂𝟏

=
𝟏

�∑ 𝒂𝒊𝟐𝒏
𝒊=𝟏

 

 
 :הצבה בפונקצית המטרה

�𝒂𝒊𝒙𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

  =    
𝒙𝟏
𝒂𝟏

�𝒂𝒊𝒂𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

  =    
𝒙𝟏
𝒂𝟏

�𝒂𝒊𝟐
𝒏

𝒊=𝟏

   =     
𝟏

�∑ 𝒂𝒊𝟐𝒏
𝒊=𝟏

∙�𝒂𝒊𝟐
𝒏

𝒊=𝟏

    =    ��𝒂𝒊𝟐
𝒏

𝒊=𝟏

 

 

∑הערך המרבי שיכולה לקבל הפונקציה  𝒂𝒊𝒙𝒊𝒏
𝒊=𝟏 תחת התנאי ש-  ∑ 𝒙𝒊𝟐𝒏

𝒊=𝟏 = ∑� הוא  𝟏 𝒂𝒊𝟐𝒏
𝒊=𝟏 . 

 

 :ניקח חמישה מקדמים חיוביים לדוגמה

𝒂𝟏 = 𝟏        𝒂𝟐 = 𝟐         𝒂𝟑 = 𝟑        𝒂𝟒 = 𝟒        𝒂𝟓 = 𝟓          =>           ��𝒂𝒊𝟐
𝟓

𝒊=𝟏

 =   √𝟏 + 𝟒 + 𝟗 + 𝟏𝟔 + 𝟐𝟓  =  √𝟓𝟓  

∑פונקציה אשר נציב ב 1שסכום ריבועיהם " יםX"חמישה כל  𝒂𝒊𝒙𝒊𝟓
𝒊=𝟏 קבל ערך ייגרמו לה ל, ל"עם המקדמים הנ

 .אין לי מושג? ותה חמישייהאמיהי . 𝟓𝟓√ המרבי ה לקבל את הערךשתביאאחת  "יםX"למעט חמישיית , 𝟓𝟓√ -מ קטן



         :אינטגרל כפול .5

𝒛ואיד פרבולחשב את הנפח הכלוא בין ה = 𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 מישור וxy בהתאם לסעיפים הבאים:  

את הנפח בעזרת אינטגרל כפול , בלי לפתור, רשום. Rוסמן אותה על ידי האות  xyצייר את האליפסה במישור . א

 ).'נק y )5-ו xעל המשתנים 

צייר את המעגל ורשום . uvתהפוך למעגל במישור  xyכך שהאליפסה במישור  v-ו uעבור למשתנים חדשים . ב

 ). 'נק v )5-ו uבעזרת אינטגרל כפול על המשתנים , בלי לפתור, את הנפח

 ) 10( צייר את המלבן וחשב את הנפח הכלוא. r -ו αכך שהמעגל יהפוך למלבן במישור , ריתאעבור להצגה פול. ג

 ).'נק 5(צייר איכותית בלבד . בתלת מימד' כיצד נראה הגוף מסעיף ג. ד

 

𝒛נציב   :'פיתרון א =   𝒙𝒚כדי לקבל את איזור האינטגרציה שחותך הפרבולואיד הנתון ממישור    𝟎

 

 

 :'פיתרון ב

 

 

𝟎 = 𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐     =>       
𝒙𝟐

𝟒
+
𝒚𝟐

𝟐
= 𝟏 

𝑽 =  𝟒� � (𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐)𝒅𝒙𝒅𝒚
𝒙=�𝟒−𝟐𝒚𝟐

𝒙=𝟎

𝒚=√𝟐

𝒚=𝟎
 

𝑽 =  ∬ 𝒇(𝒙,𝒚)𝑹 𝒅𝒙𝒅𝒚                

 .הודות לסימטריה Iפעמים הנפח שמעל רביע  4

𝒖 =
𝒙
𝟐

    ,    𝒗 =
𝒚
√𝟐

    =>    𝒖𝟐 + 𝒗𝟐 = 𝟏 

𝑽 =  �𝒇�𝟐𝒖,√𝟐𝒗�
𝑮

�𝑱(𝒖,𝒗)�𝒅𝒖𝒅𝒗 

𝑱(𝒖,𝒗) = �
𝝏𝒙
𝝏𝒖

𝝏𝒙
𝝏𝒗

𝝏𝒚
𝝏𝒖

𝝏𝒚
𝝏𝒗

� = 𝟐 ∙ √𝟐 − 𝟎 ∙ 𝟎 = 𝟐√𝟐 

𝑽 =  𝟖√𝟐� � (𝟒 − 𝟒𝒖𝟐 − 𝟒𝒗𝟐)𝒅𝒖𝒅𝒗
𝒖=�𝟏−𝒗𝟐

𝒖=𝟎

𝒗=𝟏

𝒗=𝟎
 

𝑽 =  𝟑𝟐√𝟐� � (𝟏 − 𝒖𝟐 − 𝒗𝟐)𝒅𝒖𝒅𝒗
𝒖=�𝟏−𝒗𝟐

𝒖=𝟎

𝒗=𝟏

𝒗=𝟎
 

𝒚 

𝒗 

𝒖 

𝒙 

𝑹 

𝑮 

 

 

𝒛 = 𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 

𝒛 =  𝟏 − 𝒖𝟐 − 𝒗𝟐 



 :'גפיתרון 

 
 

𝒖 = 𝒓 𝒄𝒐𝒔𝜶     ,    𝒗 = 𝒓 𝒔𝒊𝒏𝜶         =>       𝑱(𝜶,𝒓) = �
𝝏𝒖
𝝏𝒓

𝝏𝒖
𝝏𝜶

𝝏𝒗
𝝏𝒓

𝝏𝒗
𝝏𝜶

� = 𝒓 

𝑽 =  �𝒇(𝒓𝒄𝒐𝒔𝜶,𝒓𝒔𝒊𝒏𝜶)

𝑺

�𝑱(𝜶,𝒓)�𝒅𝒖𝒅𝒗      =      𝟑𝟐√𝟐� � (𝟏 − 𝒓𝟐)𝒓𝒅𝒓𝒅𝜶
𝒓=𝟏

𝒓=𝟎

𝜶=𝝅/𝟐

𝜶=𝟎
    = 

=  𝟑𝟐√𝟐� � (𝒓 − 𝒓𝟑)𝒅𝒓𝒅𝜶
𝒓=𝟏

𝒓=𝟎

𝜶=𝝅/𝟐

𝜶=𝟎
     =        𝟑𝟐√𝟐� �

𝒓𝟐

𝟐
−
𝒓𝟒

𝟒
�

𝜶=𝝅/𝟐

𝜶=𝟎
�
𝟏
𝟎
� 𝒅𝜶    = 

=  𝟑𝟐√𝟐� �
𝟏
𝟐
−
𝟏
𝟒
�

𝜶=𝝅/𝟐

𝜶=𝟎
𝒅𝜶     =       𝟖√𝟐� 𝒅𝜶

𝜶=𝝅/𝟐

𝜶=𝟎
    =       

=  𝟖√𝟐(𝜶� �
𝝅/𝟐
𝟎
�    =     𝟖√𝟐 ∙

𝝅
𝟐

    =    𝟒√𝟐𝝅 𝑪𝒖𝒃𝒊𝒄 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

 

 

𝜶 

𝒓 

𝑺 

𝜶 

𝒓 

𝒛 = 𝒓 − 𝒓𝟑 

𝟏 

𝟐𝝅 

𝟐𝝅 


