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 .הוא מתכנס לפי קריטריון לייבניץ כךאם ו ,לאפס" מתכווצים"שאיבריו  מתחלףזהו טור 

∑האם   .ב 𝒍𝒏 𝒏
𝒏+𝟏

∞
𝒏=𝟏  נק 13. (הסבר? מתכנס'( 

�𝒍𝒏
𝒏
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𝟏
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=   𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝒍𝒏
𝟏

𝒏 + 𝟏
 =  𝒍𝒏𝟎+  =  −∞   =>     𝒅𝒊𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆𝒔 

  :'גבול לפונקציה בעלת שני משתנים וכופלי לגרנז .2

𝐥𝐢𝐦(𝐱,𝐲)→(𝟎,𝟎):   חשב את הגבול .א
𝒙𝟐−𝒙𝒚
√𝒙−�𝒚

 ). 'נקו 10(  

𝒍𝒊𝒎
(𝒙,𝒚)→(𝟎,𝟎)

𝒙𝟐 − 𝒙𝒚
√𝒙 − �𝒚

 =  �
𝟎
𝟎�

  = 𝒍𝒊𝒎
(𝒙,𝒚)→(𝟎,𝟎)

𝒙(𝒙 − 𝒚)

√𝒙 − �𝒚
  =  𝒍𝒊𝒎

(𝒙,𝒚)→(𝟎,𝟎)

𝒙�√𝒙 −�𝒚��√𝒙+ �𝒚�

√𝒙− �𝒚
  =  𝒍𝒊𝒎

(𝒙,𝒚)→(𝟎,𝟎)
𝒙�√𝒙+�𝒚�   =  𝟎 

𝒙𝟐מהן הנקודות על העקומה  .ב + 𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 =  ). 'נק 15(? שהן הקרובות ביותר והרחוקות ביותר מהראשית  𝟏

𝒇(𝒙,𝒚)עם  ' לתבנית לגרנזנתאים את הבעיה  = 𝐱𝟐 + 𝐲𝟐  ו-  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝒙𝟐 + 𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 − 𝟏 .  

𝜵��⃗ 𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈    =>     2𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚� = 𝝀[(𝟐𝒙 + 𝒚)𝒙� + (𝟐𝒚 + 𝒙)𝒚�]     => 

�
𝟐𝒙 = 𝝀(𝟐𝒙 + 𝒚) 
𝟐𝒚 = 𝝀(𝟐𝒚 + 𝒙)  

�    =>      
𝒙
𝒚

=
𝟐𝒙 + 𝒚
𝟐𝒚 + 𝒙

    =>     𝟐𝒙𝒚 + 𝒙𝟐 = 𝟐𝒙𝒚 + 𝒚𝟐    =>     𝒚 = ±𝒙 

(𝒙,𝒚)את האפשרות  =  .הנתון אינה על העקום (𝟎,𝟎)כי הנקודה , אנו שוללים למרות היותה פיתרון של המשוואות (𝟎,𝟎)

𝝀המשוואות זו בזו כי כאן  את חילקתי : הערה ≠ 𝟎 , (𝒙,𝒚) ≠ (𝟎,𝟎) . 

𝒚נציב כעת   = ±𝒙  במשוואה  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎 : 

𝒙𝟐 + 𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 = 𝟏    =>      𝒙𝟐 + 𝒙(±𝒙) + 𝒙𝟐 = 𝟏    =>      𝟐𝒙𝟐 ± 𝒙𝟐 = 𝟏   =>     � 𝒙𝟐 = 𝟏
𝒙𝟐 = 𝟏/𝟑  

� 

 

(𝟏  , 𝟏)   (𝟏  ,−𝟏)   (−𝟏  ,−𝟏)   (−𝟏  ,𝟏)   �√𝟑
𝟑

  , √𝟑
𝟑
�     �√𝟑

𝟑
  ,−√𝟑

𝟑
�     �− √𝟑

𝟑
  ,−√𝟑

𝟑
�     �− √𝟑

𝟑
  , √𝟑

𝟑
�                 

 
𝒇(𝒙,𝒚) -באלה נקודות נציב  = 𝐱𝟐 + 𝐲𝟐  על העקום  ערך המינימום שלה כדי לקבל את𝒙𝟐 + 𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 = 𝟏 : 

𝒇(±𝟏  ,   ∓𝟏) = 𝟏 + 𝟏 = 𝟐                   , 𝒇
�±√𝟑

𝟑   ,   ± √𝟑𝟑 �
= 𝟏

𝟑
+ 𝟏

𝟑
=  𝟐

𝟑
   

𝒙𝟐הנקודות על העקומה  + 𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 = ±� הינן ראשיתלשהן הקרובות ביותר   𝟏 √𝟑
𝟑

  , ± √𝟑
𝟑
�. 

𝒙𝟐הנקודות על העקומה  + 𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 =  .(∓𝟏,  ±𝟏) הינן ראשיתמהביותר  רחוקותשהן ה  𝟏

  

 פסול פסול
 פסול פסול



𝒕𝒉𝒆 𝒆𝒍𝒍𝒊𝒑𝒔𝒐𝒊𝒅  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎  =>    𝒙𝟐 + 𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 = 𝟏       ,      𝒂  𝒑𝒂𝒓𝒂𝒃𝒐𝒍𝒐𝒊𝒅:   𝒇(𝒙,𝒚) = 𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 

 
 

𝜵��⃗ 𝒇(𝒙,𝒚) = 𝟐𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚�     =>      𝜵��⃗ 𝒇
�√𝟑𝟑   ,√𝟑𝟑 �

=
𝟐√𝟑
𝟑 𝒙� +

𝟐√𝟑
𝟑 𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈(𝒙,𝒚) = (𝟐𝒙+ 𝒚)𝒙� + (𝟐𝒚 + 𝒙)𝒚�    =>     𝜵��⃗ 𝒈
�√𝟑𝟑   ,√𝟑𝟑 �

= √𝟑𝒙� + √𝟑𝒚�  

 

𝜵��⃗ 𝒇(𝒙,𝒚) = 𝟐𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚�     =>      𝜵��⃗ 𝒇
�−√𝟑𝟑  ,− √𝟑𝟑 �

= −
𝟐√𝟑
𝟑 𝒙� −

𝟐√𝟑
𝟑 𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈(𝒙,𝒚) = (𝟐𝒙+ 𝒚)𝒙� + (𝟐𝒚 + 𝒙)𝒚�    =>     𝜵��⃗ 𝒈
�−√𝟑𝟑  ,− √𝟑𝟑 �

= −√𝟑𝒙� − √𝟑𝒚�  

 

𝜵��⃗ 𝒇(𝒙,𝒚) = 𝟐𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚�     =>      𝜵��⃗ 𝒇(−𝟏  ,𝟏) = −𝟐𝒙� + 𝟐𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈(𝒙,𝒚) = (𝟐𝒙+ 𝒚)𝒙� + (𝟐𝒚 + 𝒙)𝒚�    =>     𝜵��⃗ 𝒈(−𝟏  ,𝟏) = −𝒙� + 𝒚� 

 

𝜵��⃗ 𝒇(𝒙,𝒚) = 𝟐𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚�     =>      𝜵��⃗ 𝒇(𝟏  ,−𝟏) = 𝟐𝒙� − 𝟐𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈(𝒙,𝒚) = (𝟐𝒙+ 𝒚)𝒙� + (𝟐𝒚 + 𝒙)𝒚�    =>     𝜵��⃗ 𝒈(𝟏  ,−𝟏) = 𝒙� − 𝒚�  

(−𝟏,𝟏) 

𝜵��⃗ 𝒇 =
𝟐√𝟑
𝟑

𝒙� +
𝟐√𝟑
𝟑

𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈 = √𝟑𝒙� + √𝟑𝒚� 
𝝀 = 𝟐/𝟑 

(𝟏,− 𝟏) 

�
√𝟑
𝟑 ,

√𝟑
𝟑 � 

�−
√𝟑
𝟑 ,−

√𝟑
𝟑 � 

𝜵��⃗ 𝒇 = −
𝟐√𝟑
𝟑

𝒙� −
𝟐√𝟑
𝟑

𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈 = −√𝟑𝒙� − √𝟑𝒚� 
𝝀 = 𝟐/𝟑 

𝜵��⃗ 𝒇 = −𝟐𝒙� + 𝟐𝒚� 
𝜵��⃗ 𝒈 = −𝒙� + 𝒚� 
𝝀 = 𝟐 

𝜵��⃗ 𝒇 = 𝟐𝒙� − 𝟐𝒚� 
𝜵��⃗ 𝒈 = 𝒙� − 𝒚� 
𝝀 = 𝟐 



 :כלל השרשרת .3

אז   , [𝒂,𝒃] גזירות בתחום 𝒗(𝒙) -ו 𝒖(𝒙) ואם [𝒂,𝒃] רציפה בתחום  𝒇אם  שהוכח את כלל לייבניץ האומר 
𝒅
𝒅𝒙 ∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕𝒗(𝒙)

𝒖(𝒙)
= 𝒇�𝒗(𝒙)�

𝒅𝒗
𝒅𝒙
− 𝒇�𝒖(𝒙)�

𝒅𝒖
𝒅𝒙

 ).המשפט היסודי של החשבון האינטגרלי עבור גבולות משתנים(  

  

� 𝒇(𝒕)𝒅𝒕

𝒗(𝒙)

𝒖(𝒙)

      =      � 𝒇(𝒕)𝒅𝒕
𝒄

𝒖(𝒙)

 + � 𝒇(𝒕)𝒅𝒕

𝒗(𝒙)

𝒄

      =      � 𝒇(𝒕)𝒅𝒕

𝒗(𝒙)

𝒄

 − � 𝒇(𝒕)𝒅𝒕

𝒖(𝒙)

𝒄

 

𝒅
𝒅𝒙 � 𝒇(𝒕)𝒅𝒕

𝒗(𝒙)

𝒖(𝒙)

    =      
𝒅
𝒅𝒙  �� 𝒇(𝒕)𝒅𝒕

𝒗(𝒙)

𝒄

 − � 𝒇(𝒕)𝒅𝒕

𝒖(𝒙)

𝒄

�     = 

=      
𝒅
𝒅𝒙� 𝒇(𝒕)𝒅𝒕

𝒗(𝒙)

𝒄

 −  
𝒅
𝒅𝒙 � 𝒇(𝒕)𝒅𝒕

𝒖(𝒙)

𝒄

     =       𝒇�𝒗(𝒙)� ∙
𝒅𝒗
𝒅𝒙 − 𝒇�𝒖(𝒙)� ∙

𝒅𝒖
𝒅𝒙 

 

 :גרדיאנט ונגזרת כיוונית .4

𝒇(𝒙,𝒚)שבו קצב השינוי של הפונקציה  �𝒖האם קיים כיוון  = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙𝒚 + 𝟒𝒚𝟐  בנקודהP(1,2) 14-שווה ל ? 

 .  14 -ל גדול או שווה ל"נבדוק אם הגרדיינט בנקודה הנ: פיתרון

קצב  באופן רציףיפחת  ,מכיוון הגרדיינטהדרגתית  סטייה במהלךש שוםמ, אז התשובה היא כן, אם כך הוא

 .14-שווה ליִ  "מתישהו"עד שהפונקציה השינוי של 

𝜵��⃗ 𝒇(𝒙,𝒚) = (𝟐𝒙 − 𝟑𝒚)𝒙� + (𝟖𝒚 − 𝟑𝒙)𝒚�    =>     𝜵��⃗ 𝒇(𝟏,𝟐) = −𝟒𝒙� + 𝟏𝟑𝒚�    => 

=>    �𝜵��⃗ 𝒇(𝟏,𝟐)� = �(−𝟒)𝟐 + 𝟏𝟑𝟐  =  √𝟏𝟖𝟓 < 𝟏𝟒 

 . 14-ת מהשינוי המרבי של הפונקציה פחוּקצב . התשובה היא לא ,ובכן

 

 

 

 

(𝟏,𝟐) 

𝒚 

𝒙 

𝜵��⃗ 𝒇(𝟏,𝟐) = −𝟒𝒙� + 𝟏𝟑𝒚� 

𝟏𝟏 = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙𝒚 + 𝟒𝒚𝟐 

של  הגרדיינטמצויר  משמאלשבאיור 

𝒇  (𝟏,𝟐,𝟏𝟏)בנקודה.  

⃗��𝜵�גודלו הוא   𝒇(𝟏,𝟐)� =  √𝟏𝟖𝟓 

 .צפון מערב-וכיוונו צפון

קצב  (𝟏,𝟐,𝟏𝟏)בנקודה , אם כך

, 𝟏𝟖𝟓√ וא ה 𝒇של  המרביהשינוי 

 .צפון מערב-צפון מתקבל בכיווןוהוא 

על משטח בכל כיוון אחר בו ננוע 

יהיה , (𝟏,𝟐,𝟏𝟏)מהנקודה ' הפונק

 .𝟏𝟖𝟓√ -נמוך מ השל קצב השינוי

 מצויר בהקטנה

𝒇קו הרמה  = 𝟏𝟏 



  ריאמעבר מקרטזי לפול: אינטגרל כפול .5

∫חשב את  .א ∫ 𝒙𝒅𝒙𝒅𝒚𝒚
𝟎

𝟔
 ).'נק 5( 𝒙,𝒚 במישור הקרטזי 𝑹ושרטט את התחום ) 'נק 5( 𝟎

 
 

 

 

,𝜽 במישור הקרטזי  𝑺שרטט את התחום . ב 𝒓 )5 נק 10( וחשב את האינטגרל בקורדינטות פולאריות) 'נק'.( 

 

  
 

 

 

 

� 𝒄𝒐𝒔𝜽𝒅𝜽� 𝒓𝟐𝒅𝒓
𝟔/𝒔𝒊𝒏𝜽

𝟎

𝝅/𝟐

𝝅/𝟒
 =   

𝟏
𝟑
� 𝒄𝒐𝒔𝜽𝒅𝜽 ∙ 𝒓𝟑
𝝅/𝟐

𝝅/𝟒
�
𝟔/𝒔𝒊𝒏𝜽

𝟎
�  =    

𝟏
𝟑
�

𝟐𝟏𝟔
𝒔𝒊𝒏𝟑𝜽

𝒄𝒐𝒔𝜽𝒅𝜽
𝝅/𝟐

𝝅/𝟒
  =   𝟕𝟐�

𝒄𝒐𝒔𝜽
𝒔𝒊𝒏𝟑𝜽

𝒅𝜽
𝝅/𝟐

𝝅/𝟒
 

�𝒖 = 𝒔𝒊𝒏𝜽        
𝒅𝒖 = 𝒄𝒐𝒔𝜽𝒅𝜽

�    =>    𝟕𝟐�
𝒅𝒖
𝒖𝟑

𝟏

√𝟐/𝟐
   =   −𝟕𝟐� 𝒖−𝟑𝒅𝒖

√𝟐/𝟐

𝟏
  =   𝟑𝟔

𝟏
𝒖𝟐

�
√𝟐/𝟐
𝟏

� =   𝟑𝟔(𝟐 − 𝟏)  =  𝟑𝟔 

(𝟔 ,𝟔) 

𝒙 = 𝒚 

� � 𝒙𝒅𝒙𝒅𝒚
𝒚

𝟎

𝟔

𝟎
=  
𝟏
𝟐� 𝒙𝟐 �

𝒚
𝟎
� 𝒅𝒚

𝟔

𝟎
= 

=   
𝟏
𝟐� 𝒚𝟐𝒅𝒚

𝟔

𝟎
 =   

𝟏
𝟔𝒚

𝟑 �
𝟔
𝟎
�  =  𝟑𝟔 

𝒙 

𝒚 

(𝟔 ,𝟔) 

𝒙 = 𝒚 

𝒙 

𝒚 

𝜽 
𝝅
𝟒

 

𝑹 = 𝟔/𝒔𝒊𝒏𝜽 

𝜽 

𝑹 

𝝅
𝟒

 
𝒙𝒅𝒙𝒅𝒚 =  𝒓𝒄𝒐𝒔𝜽𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽 =  𝒓𝟐𝒅𝒓 ∙ 𝒄𝒐𝒔𝜽𝒅𝜽 

� � 𝒙𝒅𝒙𝒅𝒚
𝒚

𝟎

𝟔

𝟎
=  � 𝒄𝒐𝒔𝜽𝒅𝜽� 𝒓𝟐𝒅𝒓
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