
 

𝒇(𝒙,𝒚)אנו מחפשים את ערכי הקיצון של   = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐   תחת האילוץ  𝒈(𝒙,𝒚) = (𝒙 − 𝒚)𝟐 + 𝟏
𝟐

(𝒙 + 𝒚)𝟐 − 𝟏 = 𝟎 . 

⃗��𝜵 אשר מקיימים את משוואת הגרדיינט  𝒚 -ו 𝒙  את ערכיהם שלחפש נ 𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈    ואת המשוואה 𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎 . 

 :וואת הגרדיינטפתרון מש

𝜵��⃗ 𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈    =>     2𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚� = 𝝀{[𝟐(𝒙 − 𝒚) + 𝒙 + 𝒚]𝒙� + [𝟐(𝒚 − 𝒙) + 𝒙 + 𝒚]𝒚�}  

𝟐𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚� = 𝝀[(𝟑𝒙 − 𝒚)𝒙� + (𝟑𝒚 − 𝒙)𝒚�] 

�
𝟐𝒙 = 𝝀(𝟑𝒙 − 𝒚)
𝟐𝒚 = 𝝀(𝟑𝒚 − 𝒙)

�    =>       
𝒙
𝒚 =

𝟑𝒙 − 𝒚
𝟑𝒚 − 𝒙    =>     𝟑𝒙𝒚 − 𝒙𝟐 = 𝟑𝒙𝒚 − 𝒚𝟐   =>    𝒚 = ±𝒙 

𝝀 חילקתי המשוואות זו בזו כי כאן: הערה = (𝒙,𝒚) גורר  𝟎 =  .אינה על האליפסה (𝟎,𝟎) -ואנו יודעים ש ,(𝟎,𝟎)
 .מטעמי זהירות כנראה, הספר אינו נוהג לעשות זאת למרות שזה מקצר את החישוב

 
𝒚נציב אם כן   = ±𝒙  במשוואה  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎 : 

 (𝒙 − 𝒚)𝟐 + 𝟏
𝟐

(𝒙 + 𝒚)𝟐 = 𝟏    →      �
𝒚=𝒙    =>      2𝒙𝟐=𝟏    =>     𝑥= ±√𝟐

𝟐     (𝝀=𝟏)

𝒚=−𝒙   =>    4𝒙𝟐=𝟏     =>     𝑥= ±𝟏
𝟐    �𝝀=𝟏𝟐�

� 

𝒇(𝒙,𝒚) ערכי הקיצון שמקבלת מציאתל = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐  על האליפסה(𝒙 − 𝒚)𝟐 + 𝟏
𝟐

(𝒙 + 𝒚)𝟐 =  :' ארבע נקיש לבדוק  𝟏
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𝒇(𝒙,𝒚)בפונקציה   נציבן = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 ,  בתורה נקודהכול: 

𝒇
(√𝟐𝟐 ,√𝟐𝟐 )

= 𝟏         ,          𝒇
(−√𝟐𝟐 ,−√𝟐𝟐 )

= 𝟏          ,            𝒇
(𝟏𝟐,−𝟏𝟐)

=
𝟏
𝟐              ,            𝒇
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=
𝟏
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𝒙𝟐   "רמהמעגלי " – מעגלים קנוניים הם 𝒇 קווי הרמה של: פיתרון במבט גיאומטריוכעת ל + 𝒚𝟐 = 𝒄 . 
𝒄  הוא ערכה של𝒇 ריבוע רדיוסול ושווה, רמהמעגל על מ. 𝒇 ולהפך, מתאימה למעגל רמה גדול יותר גדולה יותר. 

𝟐√הוא מעגל הרמה הקטן ביותר שנוגע באליפסה רדיוסו של 
𝟐

𝟐√�  מעליו הוא 𝒇ערכה של לכן ו 
𝟐
�
𝟐

= 𝟏

𝟐
 

𝟏𝟐  מעליו הוא 𝒇ערכה של לכן ו 𝟏הוא ביותר שנוגע באליפסה  גדולמעגל הרמה הרדיוסו של  = 𝟏 



 

 

𝜵��⃗ 𝒇(𝒙,𝒚) = 𝟐𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚�     =>      𝜵��⃗ 𝒇
�√𝟐𝟐   ,√𝟐𝟐 �

= √𝟐𝒙� + √𝟐𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈(𝒙,𝒚) = (𝟑𝒙 − 𝒚)𝒙� + (𝟑𝒚 − 𝒙)𝒚�    =>     𝜵��⃗ 𝒈
�√𝟐𝟐   ,√𝟐𝟐 �

= √𝟐𝒙� + √𝟐𝒚�  

𝜵��⃗ 𝒇(𝒙,𝒚) = 𝟐𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚�     =>      𝜵��⃗ 𝒇
�−√𝟐𝟐  ,− √𝟐𝟐 �

= −√𝟐𝒙� − √𝟐𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈(𝒙,𝒚) = (𝟑𝒙 − 𝒚)𝒙� + (𝟑𝒚 − 𝒙)𝒚�    =>     𝜵��⃗ 𝒈
�−√𝟐𝟐  ,− √𝟐𝟐 �

= −√𝟐𝒙� − √𝟐𝒚�  

𝜵��⃗ 𝒇(𝒙,𝒚) = 𝟐𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚�     =>      𝜵��⃗ 𝒇�−𝟏
𝟐
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𝜵��⃗ 𝒈(𝒙,𝒚) = (𝟑𝒙 − 𝒚)𝒙� + (𝟑𝒚 − 𝒙)𝒚�    =>     𝜵��⃗ 𝒈�−𝟏
𝟐
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� = −𝟐𝒙� + 𝟐𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒇(𝒙,𝒚) = 𝟐𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚�     =>      𝜵��⃗ 𝒇�𝟏
𝟐
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𝟏

𝟐
� = 𝒙� − 𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈(𝒙,𝒚) = (𝟑𝒙 − 𝒚)𝒙� + (𝟑𝒚 − 𝒙)𝒚�    =>     𝜵��⃗ 𝒈�𝟏
𝟐
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𝜵��⃗ 𝒇 = 𝒙� − 𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈 = 𝟐𝒙� − 𝟐𝒚� 
𝜵��⃗ 𝒇 = −√𝟐𝒙� − √𝟐𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈 = −√𝟐𝒙� − √𝟐𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒇 = −𝒙� + 𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈 = −𝟐𝒙� + 𝟐𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒇 = √𝟐𝒙� + √𝟐𝒚� 

𝜵��⃗ 𝒈 = √𝟐𝒙� + √𝟐𝒚� 
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