
  טור אינסופי .1

∑האם הטור   1
1+2+3+⋯+𝑛

∞
𝑛=1 נק 15(אם כן חשב את ערכו ) 'נק 10(? מתכנס'.( 

 :פיתרון

 :על פי הנוסחה לטור חשבוני הינו טור חשבוני שאת ערכו ניתן לחשבל האיבר הכללי שהמכנה 

𝑺𝒏 =
𝒏(𝒂𝟏 + 𝒂𝒏)

𝟐
   =    

𝒏(𝟏 + 𝒏)
𝟐

   =    
𝒏𝟐 + 𝒏
𝟐

 

 :באופן הבא כךאם הטור הנתון יכול להיכתב 

�
𝟏

𝟏 + 𝟐 + 𝟑 + ⋯+ 𝒏
     =      �

𝟐
𝒏𝟐 + 𝒏

    =       𝟐�
𝟏

𝒏𝟐 + 𝒏
     =>       𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑠 

∑טור זה מתכנס כי הטור  1
𝑛2  שהינו טורp מתכנס )p=2( מהווה לו גג. 

 :ניגש כעת לחישוב ערכו

𝟏
𝒏(𝒏 + 𝟏)   =    

𝑨
𝒏

+
𝑩

𝒏 + 𝟏
  =    

𝑨(𝒏 + 𝟏) + 𝑩𝒏
𝒏(𝒏 + 𝟏)   =    

(𝑨 + 𝑩)𝒏 + 𝑨
𝒏(𝒏 + 𝟏)      =>     𝑨 = 𝟏  ,   𝑩 = −𝟏 

�
𝟏

𝒏𝟐 + 𝒏

𝒏

𝟏

   =    ��
𝟏
𝒏
−

𝟏
𝒏 + 𝟏

�
𝒏

𝟏

   =    𝟏 −
𝟏
𝟐

+
𝟏
𝟐
−
𝟏
𝟑

+
𝟏
𝟑
−
𝟏
𝟒

+ ⋯+
𝟏
𝒏
−

𝟏
𝒏 + 𝟏

  =    𝟏 −
𝟏

𝒏 + 𝟏
 

�
𝟏

𝒏𝟐 + 𝒏
  =    𝒍𝒊𝒎

𝒏→∞
�𝟏 −

𝟏
𝒏 + 𝟏

�   =     𝟏 

𝟐�
𝟏

𝒏𝟐 + 𝒏
  =    𝟐 



 גרדיאנט .2

 . קצב מרביהטמפרטורה בגדלה בו בכיוון  xyנע במישור חלקיק 

,𝑻(𝒙נתונה על ידי הביטוי  הטמפרטורה בכל נקודה 𝒚) = −𝒆−𝟐𝒚𝒄𝒐𝒔𝒙.  

 ).'נק 5(החלקיק מסלול מצא את גרדיאנט הטמפרטורה של  .א

𝑦, מצא את משוואת מסלולו של החלקיק. ב = 𝑓(𝑥) , נקודה שה נתוןאם𝑃�𝜋4,  ).'נק 20(נמצאת עליו  �0

 :'פיתרון א

𝜵��⃗ 𝑻(𝒙𝟎,𝒚𝟎) = 𝒆−𝟐𝒚𝒔𝒊𝒏𝒙𝒙� + 𝟐𝒆−𝟐𝒚𝒄𝒐𝒔𝒙𝒚� 

 :'פיתרון ב

 . גרדיאנט משיק למסלולהמשמע , החלקיק נע בכיוון הגרדיאנט

 :בנקודה גרף המסלול) נגזרת(שיפוע ומתאר לכן את , למסלולמשיק  (𝒙𝟎,𝒚𝟎)נקודה כל הגרדיאנט ב

𝜵��⃗ 𝑻(𝒙𝟎,𝒚𝟎) =  𝑻𝒙(𝒙𝟎,𝒚𝟎)𝒙� + 𝑻𝒚(𝒙𝟎,𝒚𝟎)𝒚�     =>      𝒕𝒂𝒏𝜶𝟎 =  
𝑻𝒚(𝒙𝟎,𝒚𝟎)

𝑻𝒙(𝒙𝟎,𝒚𝟎)
= 𝒇(𝒙𝟎)

′  

𝜵��⃗ 𝑻(𝒙,𝒚) = 𝒆−𝟐𝒚𝒔𝒊𝒏𝒙𝒙� + 𝟐𝒆−𝟐𝒚𝒄𝒐𝒔𝒙𝒚�      =>       𝒕𝒂𝒏𝜶 =  
𝟐𝒆−𝟐𝒚𝒄𝒐𝒔𝒙
𝒆−𝟐𝒚𝒔𝒊𝒏𝒙

= 𝟐𝒄𝒐𝒕 𝒙 = 𝒇(𝒙)
′  

𝒇(𝒙) = �𝒇(𝒙)
′ 𝒅𝒙 + 𝑪 =    𝟐�𝒄𝒐𝒕 𝒙𝒅𝒙 + 𝑪  =    𝟐�

𝒄𝒐𝒔𝒙
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒅𝒙 + 𝑪  =    𝟐𝒍𝒏|𝒔𝒊𝒏𝒙| + 𝑪 

𝒇�𝝅𝟒�
= 𝟎   (𝒈𝒊𝒗𝒆𝒏)      =>       𝟎 = 𝟐𝒍𝒏 �𝒔𝒊𝒏

𝝅
𝟒
� + 𝑪      =>         𝑪 = −𝟐𝒍𝒏 �

√𝟐
𝟐
�  = 𝒍𝒏𝟐 

𝒇(𝒙) =  𝟐𝒍𝒏|𝒔𝒊𝒏𝒙| + 𝒍𝒏𝟐 

 

𝑻𝒙(𝒙𝟎,𝒚𝟎) 
𝜶𝟎 

𝜵��⃗ 𝑻(𝒙𝟎,𝒚𝟎) 
 𝑻𝒚(𝒙𝟎,𝒚𝟎) 



 שיטת מינימום הריבועים .3

יש לדייק עד ). 4,5(, )3,4(, )2,2(, )1,3(, )0,1(מצא את הקו הישר הטוב ביותר שניתן להעביר בין הנקודות 

 .תוצאה לא מדויקת לא תזכה בניקוד. ספרה אחת אחר הנקודה

 

 :פיתרון

 :  יכולות להיכתב כך  𝒃-ו 𝒎 -הנוסחאות ל

𝒎 =
𝒙𝒚���� − 𝒙� ∙ 𝒚�
𝒙𝟐��� − 𝒙�𝟐

        ,        𝒃 =
𝒙𝟐��� ∙ 𝒚� − 𝒙� ∙ 𝒙𝒚����

𝒙𝟐��� − 𝒙�𝟐
 

𝒙� =
𝟎 + 𝟏 + 𝟐 + 𝟑 + 𝟒

𝟓
= 𝟐            ,             𝒚� =

𝟏 + 𝟑 + 𝟐 + 𝟒 + 𝟓
𝟓

= 𝟑 

𝒙𝒚���� =
𝟎 ∙ 𝟏 + 𝟏 ∙ 𝟑 + 𝟐 ∙ 𝟐 + 𝟑 ∙ 𝟒 + 𝟒 ∙ 𝟓

𝟓
=
𝟑𝟗
𝟓

            ,             𝒙𝟐��� =
𝟎𝟐 + 𝟏𝟐 + 𝟐𝟐 + 𝟑𝟐 + 𝟒𝟐

𝟓
= 𝟔 

𝒎 =
𝒙𝒚���� − 𝒙� ∙ 𝒚�
𝒙𝟐��� − 𝒙�𝟐

=
𝟑𝟗 𝟓⁄ − 𝟐 ∙ 𝟑

𝟔 − 𝟐𝟐
= 𝟎.𝟗          ,            𝒃 =

𝒙𝟐��� ∙ 𝒚� − 𝒙� ∙ 𝒙𝒚����
𝒙𝟐��� − 𝒙�𝟐

=
𝟔 ∙ 𝟑 − 𝟐 ∙ 𝟑𝟗 𝟓⁄

𝟔 − 𝟐𝟐
= 𝟏.𝟐 

 
 

 

𝒚קו מינימום הריבועים הינו   = 𝟎.𝟗𝒙 + 𝟏.𝟐 



 ' לגרנז .4

𝑎2הראה כי הערך המכסימלי של . א ∙ 𝑏2 ∙ 𝑐2   על כדור שרדיוסו𝑟  ומרכזו בראשית מערכת הצירים הקרטזית

𝑟2)הוא  c -ו a ,bבמרחב של  3⁄  ).'נק 15(  3(

1/3(𝑎𝑏𝑐)שאינם שליליים מתקיים  c -ו a ,bהראה שעבור ', בהסתמך על סעיף א. ב ≤ 𝑎+𝑏+𝑐
3

הממוצע , כלומר 

 ).'נק 10(הגיאומטרי של שלושה מספרים שווה או קטן מהממוצע החשבוני שלהם 

 

 :פיתרון

 
 :פתרון משוואת הגרדיינט

𝜵��⃗ 𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈    =>     (𝟐𝒙𝒚𝟐𝒛𝟐)𝒙� + (𝟐𝒚𝒙𝟐𝒛𝟐)𝒚� + (𝟐𝒛𝒙𝟐𝒚𝟐)𝒛�   =  𝝀(𝟐𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚� + 𝟐𝒛𝒛�)    

�
𝟐𝒙𝒚𝟐𝒛𝟐 = 𝟐𝝀𝒙
𝟐𝒚𝒙𝟐𝒛𝟐 = 𝟐𝝀𝒚
𝟐𝒛𝒙𝟐𝒚𝟐 = 𝟐𝝀𝒛

� 

�𝟐𝒙𝒚
𝟐𝒛𝟐 = 𝟐𝝀𝒙

𝟐𝒚𝒙𝟐𝒛𝟐 = 𝟐𝝀𝒚
�    =>     

𝒚
𝒙

=
𝒙
𝒚

   =>     𝒚𝟐 = 𝒙𝟐 

�𝟐𝒙𝒚
𝟐𝒛𝟐 = 𝟐𝝀𝒙

𝟐𝒛𝒙𝟐𝒚𝟐 = 𝟐𝝀𝒛
�    =>     

𝒛
𝒙

=
𝒙
𝒛

   =>     𝒛𝟐 = 𝒙𝟐 

𝝀חילקתי המשוואות זו בזו כי כאן : הערה =  .מינימאלית 𝒇(𝒙)ואז  0שווה אחד המשתנים לפחות משמעו ש 𝟎

𝒚𝟐  נציב = 𝒙𝟐  ו- 𝒛𝟐 = 𝒙𝟐  במשוואת האילוץ: 

𝒈(𝒙,𝒚,𝒛) = 𝟎    =>      𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝒓𝟐      =>        𝟑𝒙𝟐 = 𝒓𝟐     =>      𝒙𝟐 =
𝒓𝟐

𝟑
 

 

𝒙𝟐נציב כעת  = 𝒚𝟐 = 𝒛𝟐 = 𝒓𝟐

𝟑
𝒇(𝒙,𝒚,𝒛)  -ב   = 𝒙𝟐𝒚𝟐𝒛𝟐 

𝒇𝒎𝒂𝒙 =
𝒓𝟐

𝟑
∙
𝒓𝟐

𝟑
∙
𝒓𝟐

𝟑
= �

𝒓𝟐

𝟑
�
3

 

מקבלת מכפלת ריבועי , )כאלה ישנן שמונה( שווים זה לזה בגודלם ןשיעוריהר שכדור אנקודות על פני הב, ובכן

𝒓�שהינו השיעורים ערך מרבי
𝟐

𝟑
�
3

ϕ משמעות הדבר היא , באיור שלעיל . = θ -ו  45° = 54.736° . 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝒓𝟐   =>     𝒈(𝒙,𝒚,𝒛) = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝒓𝟐 

𝒇(𝒙,𝒚,𝒛) = 𝒙𝟐𝒚𝟐𝒛𝟐   →    𝒎𝒂𝒙 

𝒈(𝒙,𝒚,𝒛) = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝒓𝟐 = 𝟎 

𝒇(𝒙,𝒚,𝒛)של   מרביה האנו מחפשים את ערכ = 𝒙𝟐𝒚𝟐𝒛𝟐  תחת האילוץ 

 

 

(𝑎, 𝑏, 𝑐) 



1/3(𝑎𝑏𝑐)שאינם שליליים מתקיים  c -ו a ,bהראה שעבור ', בהסתמך על סעיף א. ב ≤ 𝑎+𝑏+𝑐
3

הממוצע , כלומר 

 ).'נק 10(הממוצע החשבוני שלהם  אינו עולה עלהגיאומטרי של שלושה מספרים 

 :פיתרון

𝒙𝟐𝒚𝟐𝒛𝟐 ≤ �
𝒓𝟐

𝟑
�
3

   =>    𝒙𝟐𝒚𝟐𝒛𝟐 ≤ �
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐

𝟑
�
3

  =>    (𝒙𝟐𝒚𝟐𝒛𝟐)𝟏/𝟑 ≤
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐

𝟑
  

 

𝒛𝟐נשתמש כעת בתיווך  = 𝒄  ,  𝒚𝟐 = 𝒃  ,  𝒙𝟐 = 𝒂 

(𝒂𝒃𝒄)𝟏/𝟑 ≤
𝒂 + 𝒃 + 𝒄

𝟑
 



         אינטגרל כפול .5

∫עליך לחשב את   𝒆−𝒂𝒙−𝒆−𝒃𝒙

𝒙
𝒅𝒙∞

𝒆−𝒂𝒙−𝒆−𝒃𝒙השתמש בקשר : רמז .  𝟎

𝒙
= ∫ 𝒆−𝒙𝒚𝒅𝒚𝒃

𝒂  כדי ליצור אינטגרל כפול .

 .חשב אותו בעזרת שינוי סדר האינטגרציה

 :פיתרון

�
𝒆−𝒂𝒙 − 𝒆−𝒃𝒙

𝒙
𝒅𝒙

∞

𝟎
  =   � �𝒆−𝒙𝒚

𝒃

𝒂

𝒅𝒚
∞

𝟎
𝒅𝒙  =   � � 𝒆−𝒙𝒚

∞

𝟎

𝒅𝒙
𝒃

𝒂
𝒅𝒚 

� 𝒆−𝒙𝒚
∞

𝟎

𝒅𝒙 =    𝐥𝐢𝐦
𝒄→∞

�𝒆−𝒙𝒚
𝒄

𝟎

𝒅𝒙    =    −
𝟏
𝒚
𝐥𝐢𝐦
𝒄→∞

[𝒆−𝒙𝒚� �
𝒄
𝟎
�    =   −

𝟏
𝒚
𝐥𝐢𝐦
𝒄→∞

(𝒆−𝒄𝒚 − 𝟏)   =    
𝟏
𝒚

 

� � 𝒆−𝒙𝒚
∞

𝟎

𝒅𝒙
𝒃

𝒂
𝒅𝒚   =     �

𝟏
𝒚

𝒃

𝒂
𝒅𝒚    =      𝒍𝒏𝒚 �

𝒃
𝒂
�     =     𝒍𝒏𝒃 − 𝒍𝒏𝒂   =     𝒍𝒏

𝒃
𝒂

 

 

 

𝒚 

𝒙 

𝒚 = 𝒂 

𝒚 = 𝒃 

𝒄 → ∞ 𝒙 = 𝟎 


