
   :טור אינסופי+ אינטגרל לא אמיתי  .1
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 הנתון לשני טוריםנפצל את הטור : הסבר. הטור הנתון מתבדר! לא
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𝒇(𝒙,𝒚)נתון כי   .א = 𝒖(𝒙+𝒚  ,𝒙−𝒚)   .  מצא את
𝝏𝟐𝒇
𝝏𝒙𝟐

+ 𝝏𝟐𝒇
𝝏𝒚𝟐

 ) 'נקו 15(  

 :פיתרון

𝒕 = 𝒙 + 𝒚 =>  𝝏𝒕
𝝏𝒙

= 𝟏   , 𝝏𝒕
𝝏𝒚

= 𝟏         ,          𝒔 = 𝒙 − 𝒚   =>      𝝏𝒔
𝝏𝒙

= 𝟏   , 𝝏𝒔
𝝏𝒚

= −𝟏 
 

 
𝝏𝒇
𝝏𝒙   =   

𝝏𝒖
𝝏𝒕 ∙

𝝏𝒕
𝝏𝒙 +

𝝏𝒖
𝝏𝒔 ∙

𝝏𝒔
𝝏𝒙    =   𝒖𝒕 + 𝒖𝒔 

𝝏𝟐𝒇
𝝏𝒙𝟐

  =  
𝝏
𝝏𝒙

(𝒖𝒕 + 𝒖𝒔)    =    
𝝏𝒖𝒕
𝝏𝒕

∙
𝝏𝒕
𝝏𝒙

+
𝝏𝒖𝒕
𝝏𝒔

∙
𝝏𝒔
𝝏𝒙

+
𝝏𝒖𝒔
𝝏𝒕

∙
𝝏𝒕
𝝏𝒙

+
𝝏𝒖𝒔
𝝏𝒔

∙
𝝏𝒔
𝝏𝒙

   =    𝒖𝒕𝒕 + 𝒖𝒕𝒔 + 𝒖𝒔𝒕 + 𝒖𝒔𝒔 

 

𝝏𝒇
𝝏𝒚   =   

𝝏𝒖
𝝏𝒕 ∙

𝝏𝒕
𝝏𝒚 +

𝝏𝒖
𝝏𝒔 ∙

𝝏𝒔
𝝏𝒚    =   𝒖𝒕 − 𝒖𝒔 

𝝏𝟐𝒇
𝝏𝒚𝟐

  =  
𝝏
𝝏𝒚

(𝒖𝒕 − 𝒖𝒔)   =     
𝝏𝒖𝒕
𝝏𝒕

∙
𝝏𝒕
𝝏𝒚

+
𝝏𝒖𝒕
𝝏𝒔

∙
𝝏𝒔
𝝏𝒚

− �
𝝏𝒖𝒔
𝝏𝒕

∙
𝝏𝒕
𝝏𝒚

+
𝝏𝒖𝒔
𝝏𝒔

∙
𝝏𝒔
𝝏𝒚
�   =    𝒖𝒕𝒕 − 𝒖𝒕𝒔 − 𝒖𝒔𝒕 + 𝒖𝒔𝒔 

 

𝝏𝟐𝒇
𝝏𝒙𝟐 + 𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝟐  =   𝒖𝒕𝒕 + 𝒖𝒕𝒔 + 𝒖𝒔𝒕 + 𝒖𝒔𝒔 + 𝒖𝒕𝒕 − 𝒖𝒕𝒔 − 𝒖𝒔𝒕 + 𝒖𝒔𝒔   =    𝟐(𝒖𝒕𝒕 + 𝒖𝒔𝒔) 

 

𝒍𝒏 (𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟕𝟐חשב את הערך של   .ב ∙  ).'נקו 10(ללא מחשבון   (𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟏𝟑

𝒍𝒏(𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟕𝟐 ∙ 𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟏𝟑)  =   𝟐 𝒍𝒏𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟕 + 𝟑𝒍𝒏𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟏  =>    �
𝒙𝒏𝒆𝒘 =  𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟕 →   𝒙𝒐𝒍𝒅 =  𝟏
𝒚𝒏𝒆𝒘 =  𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟏 →   𝒚𝒐𝒍𝒅 =  𝟏

� 

𝒛(𝒙,𝒚) = 𝟐𝒍𝒏𝒙 + 𝟑𝒍𝒏𝒚    =>       �
𝒛𝒙 = 𝟐/𝒙      =>           𝒛𝒙(𝟏,𝟏) = 𝟐/𝟏 = 𝟐
𝒛𝒚 = 𝟑/𝒚      =>           𝒛𝒚(𝟏,𝟏) = 𝟑/𝟏 = 𝟑

� 

𝒛𝒐𝒍𝒅 = 𝒛(𝟏,𝟏) = 𝟐𝒍𝒏𝟏 + 𝟑𝒍𝒏𝟏 = 𝟎    ,    𝒛𝒏𝒆𝒘 = 𝒛(𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟕,𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟏) = 𝟐𝒍𝒏𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟕 + 𝟑𝒍𝒏𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟏 = ? 

∆𝒛 = 𝒛𝒙(𝒐𝒍𝒅) ∙ ∆𝒙 + 𝒛𝒚(𝒐𝒍𝒅) ∙ ∆𝒚    ,    �∆𝒙  =   𝒙𝒏𝒆𝒘 − 𝒙𝒐𝒍𝒅   =   𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟕 − 𝟏  =   −𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟑
∆𝒚  =   𝒚𝒏𝒆𝒘 − 𝒚𝒐𝒍𝒅   =   𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟏 − 𝟏  =      𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟏

� 

∆𝒛 =   𝒛𝒙(𝟏,𝟏) ∙ ∆𝒙+ 𝒛𝒚(𝟏,𝟏) ∙ ∆𝒚     =     𝟐 ∙ (−𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟑) + 𝟑 ∙ 𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟏  =    −𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟑 

𝒛𝒏𝒆𝒘 ≈  𝒛𝒐𝒍𝒅 + ∆𝒛  =   𝟎 + (−𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟑)  =  −𝟑 ∙ 𝟏𝟎−𝟒 

𝒛𝒏𝒆𝒘:  פ מחשבון"ע = −𝟑. 𝟎𝟎𝟏𝟎𝟓𝟎𝟏𝟖 ∙ 𝟏𝟎−𝟒 

𝒔𝒂𝒎𝒆 𝒔𝒂𝒎𝒆 



  :נקודות קיצון .3

𝒙𝟐  הציור מתאר משטח מעגלי + 𝒚𝟐 ≤ המשטח מחומם כך שפילוג הטמפרטורה על פניו . 𝟏

𝑻(𝒙,𝒚)נתון על ידי   = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝟐 − 𝒙 .עקומות שוות טמפרטורה נקראות איזותרמות . 

 
 והקרות ביותר מצא את הנקודות החמות  .א

 ).'נק 15(ביותר על המשטח 

    �
𝑻𝒙 = 𝟐𝒙 − 𝟏 = 𝟎
𝑻𝒚 = 𝟒𝒚 = 𝟎        

�    =>    �𝟏
𝟐

,𝟎� 𝒔𝒖𝒔𝒑𝒆𝒄𝒕 

     𝑻𝒙 = 𝟐𝒙 − 𝟏      =>     �
𝑻𝒙𝒙  =   𝟐
𝑻𝒙𝒚  =   𝟎

� 

     𝑻𝒚  =  𝟒𝒚     =>         𝑻𝒚𝒚  =  𝟒 

∆  =  𝑻𝒙𝒙𝑻𝒚𝒚 − 𝑻𝒙𝒚𝟐  =  𝟖 > 𝟎  ,   𝑻𝒙𝒙 > 𝟎  => 

�𝟏
𝟐

,𝟎�  𝒊𝒔 𝒂  𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕 𝒐𝒇 𝒎𝒊𝒏 𝑻𝒆𝒎𝒑 (−𝟎.𝟐𝟓 𝒅𝒆𝒈. ) 

 

 .א על המעגל"ז, אז נחפש את המקסימום על גבול התחום , על המשטח" תטבעי" נקודת מקסימום הלא נמצא

 :כאןבה נלך ש" רגילה"או בדרך ה', של לגרנז אפשר לעשות זאת בעזרת משוואת הגרדיינט

�
𝑻(𝒙,𝒚) = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝟐 − 𝒙
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏                  

�      =>       𝑻�𝒙,�𝟏−𝒙𝟐�  =  𝒙𝟐 + 𝟐(𝟏 − 𝒙𝟐) − 𝒙  =  −𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟐 

𝒙𝒌  מנוסחת ציר הסימטריה מתקבל. ימוםמקסאכן כך שקודקודה הוא " בוכה"זוהי פרבולה  = −𝒃
𝟐𝒂

= 𝟏
−𝟐

= −𝟏
𝟐

 . 

𝒚𝟐 =  𝟏 − 𝒙𝟐   =>   𝒚𝒌 = �𝟏 − �−
𝟏
𝟐
�
𝟐

 =  ± 
√𝟑
𝟐

   =>    �−
𝟏
𝟐

, ±
√𝟑
𝟐 �   𝒂𝒓𝒆  𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕𝒔 𝒐𝒇 𝒎𝒂𝒙 𝑻𝒆𝒎𝒑 (𝟐.𝟐𝟓 𝒅𝒆𝒈. ) 

 

 )'נק 5( ?תרמה העוברת דרך הראשיתמהי משוואת האיזו .ב

𝒙𝟐 מהצורה  לא קנוניותהאיזותרמות הן אליפסות  + 𝟐𝒚𝟐 − 𝒙 = 𝑪 

𝑪ומתקבל לכן  �או (𝟏,𝟎)� (𝟎,𝟎)זו שעוברת בראשית עוברת דרך  = 𝟎 . 

𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝟐 − 𝒙 = 𝟎   =>    �𝒙 −
𝟏
𝟐�

𝟐

+ 𝟐𝒚𝟐 =
𝟏
𝟒    =>     

�𝒙 − 𝟏
𝟐�

𝟐

𝟏 𝟒⁄ +
𝒚𝟐

𝟏 𝟖⁄ = 𝟏 

 ).'נק 5(הקפד על כיוונו המדויק וציין את גודלו . צייר את גרדיאנט הטמפרטורה בראשית
 . תרשים הנתוןההגרדיאנט מצויר על , מתחתהחישוב 

𝜵��⃗ 𝑻(𝒙,𝒚) = (𝟐𝒙 − 𝟏)𝒙� + 𝟒𝒚𝒚�     =>      𝜵��⃗ 𝑻(𝟎,𝟎) = −𝒙�     

𝛁��⃗ 𝑻(𝟎,𝟎) = −𝒙� 
 

�− 𝟏
𝟐

, √𝟑
𝟐
 הכי חם �
 

�− 𝟏
𝟐

,−√𝟑
𝟐
 הכי חם �
 



 :שיטת מינימום הריבועים .4

 . (1-,1,0) ,(1,1,1), (0,1,1), (0,0,0): נתונות ארבע הנקודות הבאות

 . (xi,yi,zi)ל "לנקודות הנ" מתאים ביותר"ה  z=Ax+By+C  מצא את משוואת המישור

�[𝒛𝒊 − (𝑨𝒙𝒊 + 𝑩𝒚𝒊 + 𝑪)]𝟐
𝒊

  =   �(𝒛𝒊 − 𝑨𝒙𝒊 − 𝑩𝒚𝒊 − 𝑪)𝟐
𝒊

   →    𝒎𝒊𝒏 

 
𝒅
𝒅𝑨�

(𝒛𝒊 − 𝑨𝒙𝒊 − 𝑩𝒚𝒊 − 𝑪)𝟐
𝒊

   =      𝟐�(𝒛𝒊 − 𝑨𝒙𝒊 − 𝑩𝒚𝒊 − 𝑪)(−𝒙𝒊)
𝒊

   =   𝟎 

�(𝑨𝒙𝒊𝟐 + 𝑩𝒙𝒊𝒚𝒊 + 𝑪𝒙𝒊 − 𝒛𝒊𝒙𝒊)
𝒊

 =  𝟎 

𝑨�𝒙𝒊𝟐
𝟒

𝒊=𝟏

+  𝑩�𝒙𝒊𝒚𝒊

𝟒

𝒊=𝟏

+  𝑪�𝒙𝒊

𝟒

𝒊=𝟏

−�𝒙𝒊𝒛𝒊

𝟒

𝒊=𝟏

  =   𝟎    =>     𝟐𝑨+ 𝑩 + 𝟐𝑪 − 𝟎 =   𝟎 

 
𝒅
𝒅𝑩�

(𝒛𝒊 − 𝑨𝒙𝒊 − 𝑩𝒚𝒊 − 𝑪)𝟐
𝒊

  =    𝟐�(𝒛𝒊 − 𝑨𝒙𝒊 − 𝑩𝒚𝒊 − 𝑪)(−𝒚𝒊)
𝒊

  =    𝟎 

�(𝑨𝒙𝒊𝒚𝒊 + 𝑩𝒚𝒊𝟐 + 𝑪𝒚𝒊 − 𝒛𝒊𝒚𝒊)
𝒊

 =   𝟎 

𝑨�𝒙𝒊𝒚𝒊

𝟒

𝒊=𝟏

+  𝑩�𝒚𝒊𝟐
𝟒

𝒊=𝟏

+  𝑪�𝒚𝒊

𝟒

𝒊=𝟏

 −�𝒛𝒊𝒚𝒊

𝟒

𝒊=𝟏

 =   𝟎    =>      𝑨+ 𝟐𝑩 + 𝟐𝑪 − 𝟐 =   𝟎 

 
𝒅
𝒅𝑪�

(𝒛𝒊 − 𝑨𝒙𝒊 − 𝑩𝒚𝒊 − 𝑪)𝟐
𝒊

  =    𝟐�(𝒛𝒊 − 𝑨𝒙𝒊 − 𝑩𝒚𝒊 − 𝑪)(−𝟏)
𝒊

 =  𝟎 

�(𝑨𝒙𝒊 + 𝑩𝒚𝒊 + 𝑪 − 𝒛𝒊)
𝒊

 =   𝟎 

𝑨�𝒙𝒊

𝟒

𝒊=𝟏

+  𝑩�𝒚𝒊

𝟒

𝒊=𝟏

+  𝟒𝑪 −�𝒛𝒊

𝟒

𝒊=𝟏

 =   𝟎    =>      𝟐𝑨+ 𝟐𝑩 + 𝟒𝑪 − 𝟏 = 𝟎 

 

�
𝟐𝑨 + 𝑩 + 𝟐𝑪 = 𝟎
𝑨 + 𝟐𝑩 + 𝟐𝑪 = 𝟐
𝟐𝑨 + 𝟐𝑩 + 𝟒𝑪 = 𝟏

� 

  



�
𝟐 𝟏 𝟐
𝟏 𝟐 𝟐
𝟐 𝟐 𝟒

�
𝟎
𝟐
𝟏
��  𝑳𝟑 − 𝑳𝟏 → 𝑳𝟑  �

𝟐 𝟏 𝟐
𝟏 𝟐 𝟐
𝟎 𝟏 𝟐

�
𝟎
𝟐
𝟏
��  𝑳𝟐 −

𝟏
𝟐𝑳𝟏 → 𝑳𝟐 �

𝟐 𝟏 𝟐
𝟎 𝟏.𝟓 𝟏
𝟎 𝟏 𝟐

�
𝟎
𝟐
𝟏
�� 𝑳𝟑 −

𝟐
𝟑𝑳𝟐 → 𝑳𝟑  

�
𝟐 𝟏 𝟐
𝟎 𝟑/𝟐 𝟏
𝟎 𝟎 𝟒 𝟑⁄

�
𝟎
𝟐

−𝟏/𝟑
�� 

𝟒
𝟑
 𝑪 = −𝟏

𝟑
   =>     𝑪 = −

𝟏
𝟒 

𝟑
𝟐
 𝑩 + 𝑪 = 𝟐   =>     𝟑

𝟐
 𝑩−

𝟏
𝟒 = 𝟐   =>     𝑩 =

𝟑
𝟐 

𝟐𝑨 +  𝑩 + 𝟐𝑪 = 𝟎   =>     𝟐𝑨+ 
𝟑
𝟐 −

𝟏
𝟐 = 𝟎   =>     𝑨 = −

𝟏
𝟐 

 
 :היאהנתונות לנקודות " מתאים ביותר"משוואת המישור ה

𝐙 = −𝟏
𝟐
𝐱 + 𝟑

𝟐
𝐲 − 𝟏

𝟒
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∫חשב את    ∫ 𝟏
𝟐
𝒅𝒙𝒅𝒚

�𝒚𝟐�+𝟏
𝒚
𝟐

𝟒
𝒖בעזרת ההצבה  𝟎 = 𝟏

𝟐
(𝟐𝒙 − 𝒚) ו-  𝒗 = 𝒚

𝟐
 )'נק 10. (

 ).'נק 10( 𝒖𝒗צייר את התחום המתאים במישור ). 'נק 𝒙𝒚 )5במישור  Rצייר את התחום 

�
𝒖 =

𝟏
𝟐

(𝟐𝒙 − 𝒚)   =>     𝟐𝒖 = 𝟐𝒙 − 𝒚   =>    𝟐𝒖 = 𝟐𝒙 − 𝟐𝒗   =>     𝒙 = 𝒖 + 𝒗

𝒗 =
𝒚
𝟐                     =>          𝒚 = 𝟐𝒗                                                                                     

� 

 𝑹 עבור הגבולות של  𝒙𝒚משוואות  𝑮 עבור הגבולות של  𝒖𝒗משוואות  מפושטות 𝒖𝒗משוואות 
𝒖 = 𝟎 𝒖 + 𝒗 = 𝒗 𝒙 =

𝒚
𝟐

 

𝒖 = 𝟏 𝒖 + 𝒗 = 𝒗 + 𝟏 𝒙 =
𝒚
𝟐

+ 𝟏 

𝒗 = 𝟎 𝟐𝒗 = 𝟎 𝒚 = 𝟎 
𝒗 = 𝟐 𝟐𝒗 = 𝟒 𝒚 = 𝟒 

 

𝑱(𝒖,𝒗) =  �
𝝏𝒙
𝝏𝒖

𝝏𝒙
𝝏𝒗

𝝏𝒚
𝝏𝒖

𝝏𝒚
𝝏𝒗

�  = �𝟏 𝟏
𝟎 𝟐� = 𝟐   =>    ��𝒅𝒖𝒅𝒗

𝟏

𝟎

𝟐

𝟎

 = �𝒖 �
𝟏
𝟎
� 𝒅𝒗

𝟐

𝟎

 =  �𝒅𝒗
𝟐

𝟎

 =  𝒗 �
𝟐
𝟎
� = 𝟐 

 

                  

𝒙 

𝒙 =
𝒚
𝟐

 𝒙 =
𝒚
𝟐

+ 𝟏 

(𝟐,𝟒) (𝟑,𝟒) 

(𝟏,𝟎) (𝟎,𝟎) 

𝑹 

𝒚 

𝒖 

𝒗 

(𝟎,𝟐) (𝟏,𝟐) 

(𝟎,𝟎) (𝟏,𝟎) 

𝑮 


