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𝟏היעזר בשוויון  .א
𝟏−𝒙

= ∑ 𝒙𝒏∞
𝒏=𝟎  כדי להגיע לטור מקלורן  של הפונקציה𝒇(𝒙) = 𝒙

𝟏−𝒙𝟐
 .)'נק 9(  

 .)'נק 6(? מהו תחום ההתכנסות של הטור .ב

𝒇(𝒙)של  𝑛הנגזרת מסדר ,  𝒇(𝒏)(𝟎) -רשום ביטוי ל .ג = 𝒙
𝟏−𝒙𝟐

𝑥כאשר   =  .)'נק 10(  0

 :'פיתרון א

𝒇(𝒙)  =  
𝒙

𝟏 − 𝒙𝟐  =   𝒙 ∙
𝟏

𝟏 − 𝒙𝟐 

𝟏
𝟏 − 𝒙 = � 𝒙𝒏

∞

𝒏=𝟎
    =>    𝒔𝒖𝒃𝒔𝒕𝒊𝒕𝒖𝒕𝒊𝒐𝒏   =>       

𝟏
𝟏 − 𝒙𝟐 = � (𝒙𝟐)𝒏

∞

𝒏=𝟎
= � 𝒙𝟐𝒏

∞

𝒏=𝟎
 

𝟏
𝟏 − 𝒙𝟐  =  � 𝒙𝟐𝒏

∞

𝒏=𝟎
     =>      𝒙 ∙

𝟏
𝟏 − 𝒙𝟐  =   𝒙 ∙� 𝒙𝟐𝒏

∞

𝒏=𝟎
  =   � 𝒙𝟐𝒏+𝟏

∞

𝒏=𝟎
 

𝒇(𝒙)   =   
𝒙

𝟏 − 𝒙𝟐    =    � 𝒙𝟐𝒏+𝟏
∞

𝒏=𝟎
   =     𝒙+ 𝒙𝟑 + 𝒙𝟓 + 𝒙𝟕 + ⋯+ 𝒙𝟐𝒏+𝟏 + ⋯ 

 

 

 :'פיתרון ב

∑ 𝒙𝟐𝒏+𝟏∞
𝒏=𝟎   טור הנדסי שמנתו הוא𝒒 = 𝒙𝟐. 𝟏−הוא  התנאי להתכנסותו של טור הנדסי, כידוע < 𝒒 < 𝟏 . 

−𝟏 < 𝒒 < 𝟏    =>      −𝟏 < 𝒙𝟐 < 𝟏     =>       𝒙𝟐 < 𝟏     =>      −𝟏 < 𝒙 < 𝟏 

  



 :'גפיתרון 

𝒇(𝒙)
(𝟎)     =     𝒇(𝒙)      =     � 𝒙𝟐𝒏+𝟏

∞

𝒏=𝟎
     =      𝒙+ 𝒙𝟑 + 𝒙𝟓 + 𝒙𝟕 + ⋯+ 𝒙𝟐𝒏+𝟏 + ⋯ 

𝒇(𝟎)
(𝟎)     =     𝒇(𝟎)      =     � 𝒙𝟐𝒏+𝟏

∞

𝒏=𝟎
�𝒙 = 𝟎

�       =      𝟎 

 

𝒇(𝒙)
(𝟏)      =     � (𝟐𝒏 + 𝟏)𝒙𝟐𝒏

∞

𝒏=𝟎
      =      𝟏 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝟓𝒙𝟒 + 𝟕𝒙𝟔 + ⋯+ (𝟐𝒏 + 𝟏)𝒙𝟐𝒏 + ⋯ 

𝒇(𝟎)
(𝟏)      =     � (𝟐𝒏 + 𝟏)𝒙𝟐𝒏

∞

𝒏=𝟎
�
𝒙 = 𝟎

�          =        𝟏 

 

𝒇(𝒙)
(𝟐)      =     � 𝟐𝒏(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒙𝟐𝒏−𝟏

∞

𝒏=𝟎
        =       𝟔𝒙 + 𝟐𝟎𝒙𝟑 + 𝟒𝟐𝒙𝟓 + ⋯+ 𝟐𝒏(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒙𝟐𝒏−𝟏 + ⋯ 

𝒇(𝟎)
(𝟐)     =      � 𝟐𝒏(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒙𝟐𝒏−𝟏

∞

𝒏=𝟎
�
𝒙 = 𝟎

�        =       𝟎 

 

𝒇(𝒙)
(𝟑)    =     � (𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐𝒏(𝟐𝒏+ 𝟏)𝒙𝟐𝒏−𝟐

∞

𝒏=𝟎
    =      𝟔 + 𝟔𝟎𝒙𝟐 + 𝟐𝟏𝟎𝒙𝟒 + ⋯+ (𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐𝒏(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒙𝟐𝒏−𝟐 + ⋯ 

𝒇(𝟎)
(𝟑)    =     � (𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐𝒏(𝟐𝒏+ 𝟏)𝒙𝟐𝒏−𝟐

∞

𝒏=𝟎
�
𝒙 = 𝟎

�      =       𝟔 

 

𝒇(𝒙)
(𝟒)     =    � (𝟐𝒏 − 𝟐)(𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐𝒏(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒙𝟐𝒏−𝟑

∞

𝒏=𝟎
     =     𝟏𝟐𝟎𝒙 + 𝟖𝟒𝟎𝒙𝟑 + ⋯ 

𝒇(𝟎)
(𝟒)     =    � (𝟐𝒏 − 𝟐)(𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐𝒏(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒙𝟐𝒏−𝟑

∞

𝒏=𝟎
�
𝒙 = 𝟎

�      =     𝟎 

 

𝒇(𝒙)
(𝟓)     =    � (𝟐𝒏 − 𝟑)(𝟐𝒏 − 𝟐)(𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐𝒏(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒙𝟐𝒏−𝟒

∞

𝒏=𝟎
     =     𝟏𝟐𝟎 + 𝟐𝟓𝟐𝟎𝒙𝟐 + ⋯ 

𝒇(𝟎)
(𝟓)     =    � (𝟐𝒏 − 𝟑)(𝟐𝒏 − 𝟐)(𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐𝒏(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒙𝟐𝒏−𝟒

∞

𝒏=𝟎
�
𝒙 = 𝟎

�      =     𝟏𝟐𝟎 

𝒇(𝒏)(𝟎) =  �𝟎       𝒏  𝒆𝒗𝒆𝒏
𝒏!      𝒏  𝒐𝒅𝒅   

� 
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𝑻(𝒙,𝒚)י הביטוי "על פני משטח אופקי נתונה ע) במעלות צלזיוס(הטמפרטורה  = 𝒙𝒆𝒚 + 𝒄𝒐𝒔(𝒙𝒚)  . 

 . מ"בס y-ו 𝑷(𝟐,𝟎). xנמלה נמצאת בנקודה 

 .)'נק 5(? כדי שהטמפרטורה תגדל בקצב מרבי, עליה לנוע) החיובי xציר ביחס לכיוון  ,במעלות(באיזה כיוון  .א

 .)'נק 3(? מ בכיוון זה"מ 1אם הנמלה תנוע , מהו השינוי המשוער בטמפרטורה. )'נק 4(? מהו קצב מרבי זה
 .)'נקו 5(? כדי שהטמפרטורה לא תשתנה) החיובי xציר ביחס לכיוון  ,במעלות(באיזה כיוון עליה לנוע  .ב

 )'נק 8(? מערב -מ בכיוון צפון"מ 1אם הנמלה תנוע , מהו השינוי המשוער בטמפרטורה .ג

 .ומהו גודלו 𝑷(𝟐,𝟎)בנקודה מהו כיוונו של הגרדיינט  בעצםאנו נשאלים  :' פיתרון א
 

 
 
 

 
 
 
 

⃗��𝜵�     הוא מ בכיוון זה"מ 1אם הנמלה תנוע ' השינוי המשוער בטמפ 𝑻�(𝟐 ,𝟎) ∙ ∆𝑺 = √𝟓 ∙ 𝟎.𝟏 =   √𝟓𝟏𝟎  =   𝟎.𝟐𝟐𝟑𝟔  °𝑪 
 

 . 𝟗𝟎°א להוסיף או להפחית  "ז, יש לנוע במאונך לגרדיינט, לא תשתנה) הטמפרטורה(כדי שהפונקציה  :' פיתרון ב

 ).מאונכים לכיוון הגרדיינט - שחורים באיורהחיצים הכיווני (  𝟐𝟔.𝟓𝟔𝟓°−  או 𝟏𝟓𝟑.𝟒𝟑𝟓°  התשובה היא לכן

 

�𝒖לחשב את הנגזרת הכיוונית בכיוון   ראשית יש :' פיתרון ג  =  −√𝟐
𝟐
𝒙� + √𝟐

𝟐
𝒚�  )מערב-צפון(: 

�
𝒅𝑻
𝒅𝒔
�
𝒖�,(𝟐 ,𝟎)

=    �𝜵��⃗ 𝑻�(𝟐 ,𝟎) ∙ 𝒖�     =    (𝒙� + 𝟐𝒚�) ∙ �−
√𝟐
𝟐
𝒙� +

√𝟐
𝟐
𝒚��    =    −

√𝟐
𝟐

+ √𝟐    =    
√𝟐
𝟐

  °𝑪 𝒄𝒎⁄  

 : הוא )מערב-צפון(  �𝒖  מ בכיוון"מ 1אם הנמלה תנוע ' השינוי המשוער בטמפ

�
𝒅𝑻
𝒅𝒔
�
𝒖�,(𝟐 ,𝟎)

∙ ∆𝑺  =   
√𝟐
𝟐

 ∙  𝟎.𝟏  =    
√𝟐
𝟐𝟎

   ≈    𝟎.𝟎𝟕𝟎𝟕𝟏  °𝑪 

�𝜵��⃗ 𝑻�(𝟐 ,𝟎) = 𝒙� + 𝟐𝒚� 

𝑻𝒙(𝟐,𝟎) = 𝒆𝒚 − 𝒚𝒔𝒊𝒏(𝒙𝒚) �(𝟐 ,𝟎)
� = 𝒆𝟎 − 𝟎𝒔𝒊𝒏(𝟎) = 𝟏 

𝑻𝒚(𝟐,𝟎) = 𝒙𝒆𝒚 − 𝒙𝒔𝒊𝒏(𝒙𝒚) �(𝟐 ,𝟎)
� = 𝟐 − 𝟐𝒔𝒊𝒏(𝟎) = 𝟐 

�𝜵��⃗ 𝑻�(𝟐 ,𝟎) =  𝑻𝒙(𝟐,𝟎)𝒙� + 𝑻𝒚(𝟐,𝟎)𝒚�  =  𝒙� + 𝟐𝒚� 

𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈𝟐 =  𝟔𝟑.𝟒𝟑𝟓° 

�𝜵��⃗ 𝑻�(𝟐 ,𝟎) = �𝑻𝒙(𝟐,𝟎)
𝟐 + 𝑻𝒚(𝟐,𝟎)

𝟐 = �𝟏𝟐 + 𝟐𝟐 = √𝟓   °𝑪 𝒄𝒎⁄  

𝑻(𝒙,𝒚) שלחישוב הגרדיינט  = 𝒙𝒆𝒚 + 𝒄𝒐𝒔(𝒙𝒚)   ב- 𝑷(𝟐,𝟎) : 

 : הינו  𝑷(𝟐 ,𝟎) נקודה ב  𝑻הגרדיינט של  

𝟔𝟑.𝟒𝟑𝟓° 

 . 𝑻של  ) כחול(באיור מתוארים קווי הרמה 

⃗��𝜵הגרדיינט  𝑻 מאונך לקו הרמה בנקודה ,בנקודה. 

  .'החיצים השחורים שייכים לסעיף ב

𝒖� = 𝑵𝒐𝒓𝒕𝒉 −𝑾𝒆𝒔𝒕  סעיף גל שייך'. 

𝑵𝑾 

 𝒖� 
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𝒇(𝒙,𝒚)שרטט את תחום ההגדרה של  .א = �𝒚𝟎 − 𝒙𝟎 − �𝟏𝟔 − 𝒙𝟎 − 𝟒𝒚𝟎 )13 נק'( 

 )'נק 12( 𝟏.𝟎𝟏𝟏.𝟎𝟎𝟎את , תוך שימוש בדיפרנציאל השלם, חשב בקירוב .ב

 : 'פיתרון א

 

 : 'פיתרון ב

𝒛(𝒙,𝒚) = 𝒙𝒚        =>        𝒛(𝟏  ,   𝟎)  =   𝟏𝟎 = 𝟏       ,       𝒛(𝟏.𝟎𝟏  ,   𝟏.𝟎𝟎𝟎)  =   𝟏.𝟎𝟏𝟏.𝟎𝟎𝟎 = ? 

𝒛𝒙 = 𝒚 ∙ 𝒙𝒚−𝟏    =>       𝒛𝒙(𝟏  ,   𝟎)  =   𝟎 ∙ 𝟏𝟏  =  𝟎       ,        ∆𝒙 =  𝟏.𝟎𝟏 − 𝟏 =  𝟎.𝟎𝟏 

𝒛𝒚 = 𝒙𝒚 ∙ 𝒍𝒏𝒙   =>       𝒛𝒚(𝟏  ,   𝟎)  =   𝟏𝟎 ∙ 𝒍𝒏𝟏 =  𝟎       ,         ∆𝒚 =  𝟏.𝟎𝟎𝟎 − 𝟎 =  −𝟎.𝟎𝟎𝟏 

∆𝒛  =    𝒛𝒙 ∙ ∆𝒙 + 𝒛𝒚 ∙ ∆𝒚   =     𝟎 ∙ 𝟎.𝟎𝟏 + 𝟎 ∙ (−𝟎.𝟎𝟎𝟏)    =     𝟎.𝟎𝟎 

𝒛(𝟏.𝟎𝟏  ,   𝟏.𝟎𝟎𝟎)  =   𝟏.𝟎𝟏𝟏.𝟎𝟎𝟎    ≈      𝒛(𝟏  ,   𝟎) + ∆𝒛   =     𝟏 + 𝟎.𝟎𝟎   =     𝟏.𝟎𝟎 

 𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎   ?פ המחשבון"וכמה זה ע

 מוגדרת

𝒚𝟎 − 𝒙𝟎 ≥ 𝟎        =>       (𝒚 + 𝒙)(𝒚 − 𝒙) ≥ 𝟎 

𝟏)     (𝒚 + 𝒙) ≥ 𝟎   ∩    (𝒚 − 𝒙) ≥ 𝟎 

𝒚 ≥ −𝒙   ∩     𝒚 ≥ 𝒙 

𝟎)     (𝒚 + 𝒙) ≤ 𝟎   ∩    (𝒚 − 𝒙) ≤ 𝟎 

𝒚 ≤ −𝒙   ∩     𝒚 ≤ 𝒙 

𝟑)   𝟏𝟔 − 𝒙𝟎 − 𝟒𝒚𝟎 ≥ 𝟎    =>     𝒙𝟎 + 𝟒𝒚𝟎 ≤ 𝟏𝟔 

𝒙𝟎

𝟏𝟔
+
𝒚𝟎

𝟒
≤ 𝟏 

 מוגדרת

𝒙𝟎

𝟏𝟔
+
𝒚𝟎

𝟒
= 𝟏 

𝒚 = −𝒙 𝒚 = 𝒙 
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𝟑𝒙מצא על הישר ' בעזרת לגרנז .א + 𝟐𝒚 =  .)'נק10. (את הנקודה הקרובה ביותר לראשית הצירים  𝟐𝟔

 : 'א פיתרון

𝑹𝟐של מעגל קנוני מהצורה   Rאנו דנים בעצם ברדיוס , כשאנו דנים במרחק מראשית הצירים = 𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 . 

 .ביותר לראשית ההקרוב העליה שהינ הוכך נקבל את הנקוד, עלינו לגלות היכן מעגל כזה משיק לעקומה

  

𝒇(𝒙,𝒚)עם  ' לתבנית לגרנזנתאים את הבעיה  = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐  ו-  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟑𝒙 + 𝟐𝒚 − ונחפש את הערכים של  ,  𝟐𝟔

𝒙  ,𝒚 ו- 𝝀  מקיימים את המשוואותאשר        𝜵��⃗ 𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈      ו-  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎 

𝜵��⃗ 𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈    =>     𝟐𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚� = 𝝀(𝟑𝒙� + 𝟐𝒚�)     =>     𝟐𝒙 =  𝟑𝝀   ,   𝟐𝒚 = 𝟐𝝀   =>   𝟐𝒙 = 𝟑𝒚  =>     𝒚 = 𝟐
𝟑
𝒙       

𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎  =>    𝟑𝒙+ 𝟐𝒚 = 𝟐𝟔  =>    𝟑𝒙 + 𝟒
𝟑
𝒙 = 𝟐𝟔  =>       𝒙 = 𝟔   =>    𝒚 = 𝟐

𝟑
𝒙 = 𝟒     ,     (𝟔  , 𝟒)  

𝟑𝒙על העקום  ערך המינימום שלה כדי לקבל את  𝒇(𝒙,𝒚) -ב ה זונציב נקוד, למרות שלא התבקשנו + 𝟐𝒚 = 𝟐𝟔 : 

𝒇(𝟔  ,𝟒) = 𝟔𝟐 + 𝟒𝟐 = 𝟓𝟐  

𝟑𝐱המרחק המינימאלי של העקומה  , אם כך + 𝟐𝐲 =  .אורך' יח 𝟓𝟐√מראשית הצירים הוא   𝟐𝟔

  

𝒇(𝒙,𝒚)קווי הרמה של   = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐    הם המעגלים𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒄 . 

 .קטנה יותר 𝒇, ככל שהמעגלים קטנים יותר

תחת התנאי שהנקודה  𝒇(𝒙,𝒚)אנו מעוניינים בערך המינימאלי של  

(𝒙,𝒚)  𝟑על העקום  גםנמצאת𝒙 + 𝟐𝒚 = 𝟐𝟔  . 

𝟑𝒙 העקוםמבין כל המעגלים אשר חותכים את  + 𝟐𝒚 = איזה , 𝟐𝟔

 .זה אשר משיק לעקום ?הוא הקטן ביותר

         

 

 

 

(𝟔  ,𝟒) 

√𝟓𝟐 

𝟑𝒙 + 𝟐𝒚 = 𝟐𝟔 

𝒙 

𝒚 



 

𝒈(𝒙,𝒚)נתונה הפונקציה  .ב = 𝟐𝒙−𝒚
𝟐√𝒙−�𝟐𝒚

 ) 'נק 5(? מהו תחום ההגדרה שלה. 

𝒇(𝒙,𝒚)   שעבורה הפונקציה h(x)מצא את הפונקציה  = �
𝟐𝒙−𝒚

𝟐√𝒙−�𝟐𝒚
   𝒚 ≠ 𝟐𝒙

𝒉(𝒙)         𝒚 = 𝟐𝒙
�  

 )'נקו 10. (רציפה בכל נקודה שברביע הראשון

 

 : 'בפיתרון 

𝟎 לכן , מוגבל לרביע הראשון בשל השורשים 𝒈של תחום ההגדרה   ≤ 𝒙    ,𝟎 ≤ 𝒚 . 

𝒙√𝟐חייב להתקיים  , כדי שלא יתאפס המכנה, כמו כן ≠ �𝟐𝒚      =>      𝟒𝒙 ≠ 𝟐𝒚   =>     𝒚 ≠ 𝟐𝒙 

𝒚לאורך הישר  𝒙𝒚צילו נופל על מישור ר שאישנו חריץ  𝒈 הפונקציהמשטח ב, אם כך = 𝟐𝒙  ,ברביע הראשון. 

 .על שפת החריץבכל נקודה ש 𝒈 ערכה שלולשם כך עלינו לדעת מהו  ,את החריץ" לסתום"יש  ,להשיג רציפותכדי 

 

𝒈(𝒙,𝒚)
∗  =  

𝟐𝒙 − 𝒚
𝟐√𝒙 − �𝟐𝒚

∙
𝟐√𝒙 + �𝟐𝒚
𝟐√𝒙 + �𝟐𝒚

   =    
(𝟐𝒙 − 𝒚)�𝟐√𝒙 + �𝟐𝒚�

𝟒𝒙 − 𝟐𝒚
   =   

(𝟐𝒙 − 𝒚)�𝟐√𝒙 + �𝟐𝒚�
𝟐(𝟐𝒙 − 𝒚)    =    

�𝟐√𝒙 + �𝟐𝒚�
𝟐

 

 

𝒚  פונקציהציב בכעת אפשר לה = 𝟐𝒙  ,  ומתקבל 𝒈(𝒙,𝟐𝒙)
∗  = �𝟐√𝒙+√𝟐∙𝟐𝒙�

𝟐
= �𝟐√𝒙+𝟐√𝒙�

𝟐
= 𝟐√𝒙  

𝒈  מתקיים ,שעל שפת החריץ (𝒙,𝒚)כל נקודה במסתבר ש = 𝟐√𝒙  . 

𝒉(𝒙),  אם כך = 𝟐√𝒙  תעשה את העבודה ותסתום את החריץ שבמשטח הפונקציה𝒈 . 
 

 
𝒙 

𝒚 

𝒚 = 𝟐𝒙 

𝒈(𝒙,𝒚) =
𝟐𝒙 − 𝒚

𝟐√𝒙 − �𝟐𝒚
 

𝒇(𝒙,𝒚) = �
𝟐𝒙 − 𝒚

𝟐√𝒙 − �𝟐𝒚
   𝒚 ≠ 𝟐𝒙

𝟐√𝒙                  𝒚 = 𝟐𝒙

� 

 צילוש ,ישנו חריץ 𝒈 במשטח הפונקציה

 .הקו האדוםהוא  𝒙𝒚על מישור 

חותך את משטח   𝒉הפונקציה   משטח

, בדיוק היכן שנמצא החריץ 𝒈הפונקציה 

מתקיים  בהן ש 𝒉על לכן אותן נקודות ו

𝒚 = 𝟐𝒙 ) הקו האדוםאלה שמעל( ,

 .משמשות לסתימת החריץ
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∬נתון האינטגרל  (𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐)𝑹 𝒅𝒙𝒅𝒚  ,כש- R  הראשון אשר תחום הוא האזור ברביע

𝒚י הישרים     "ע = −𝟐𝒙 + 𝟒      ,𝒚 = −𝟐𝒙 + 𝟕       ,𝒚 = 𝒙 − 𝟐       ,𝒚 = 𝒙 + 𝟏 . 

של התחום  כל קודקודוליד , על מערכת צירים באופן מדויקשרטט את ארבעת הישרים  .א

R  אשר התקבל רשום ערכי(𝒙,𝒚) מתאימים . 

 ).'נק 5. (יחידת אורך 1כל שתי משבצות במחברת הבחינה תייצגנה 

 . במפורשכשגבולותיו רשומים , רשום את האינטגרל בקואורדינטות קרטזיות .ב

 )'נק 2.5. (סדר האינטגרציה כרצונך

   𝒗=𝟐𝒙+𝒚𝒖=𝒙−𝒚�  אשר מתקבל מההתמרה Gאת התחום  𝒖𝒗שרטט במישור  .ג
וליד כל קודקוד של , �

 . מתאימים (𝒖,𝒗)התחום רשום ערכי 

 )'נק 5. (יחידת אורך 1כל שתי משבצות במחברת הבחינה תייצגנה 

𝑱(𝒖,𝒗)חשב את ערכו של היעקוביאן   .ד = �
𝝏𝒙
𝝏𝒖

𝝏𝒙
𝝏𝒗

𝝏𝒚
𝝏𝒖

𝝏𝒚
𝝏𝒗

 )'נק 2.5. ( �

 )'נק 10. (פתור את האינטגרל תחת ההתמרה הנתונה .ה

 :פיתרון

                                         

  

 'לסעיף ב דיון

 ,שהתקבל Rעל פי התחום 

לחשב את לא ניתן 

 ."פעם אחת"האינטגרל ב

יש לחלק את התחום לשני 

תחומים לפחות אם -תת

סדר האינטגרציה הינו 

𝒅𝒚𝒅𝒙  ,ולשלושה תת-

אם סדר לפחות תחומים 

 . 𝒅𝒙𝒅𝒚האינטגרציה הינו 

 

𝒖 

(−𝟏,𝟒) (𝟐,𝟒) 

(−𝟏,𝟕) (𝟐,𝟕) 

𝒖 = −𝟏 𝒖 = 𝟐 

𝒗 = 𝟒 

𝒗 = 𝟕 

𝒚 = −𝟐𝒙 + 𝟒 

(𝟐,𝟎) 

(𝟏,𝟐) 

(𝟐,𝟑) 

(𝟑,𝟏) 

𝒙 

𝒚 = 𝒙 + 𝟏 

𝒚 = 𝒙 − 𝟐 

𝒚 = −𝟐𝒙 + 𝟕 

R 

G 

 'א

 'ג

𝒚 
𝒗 



 : באופן מפורש שגבולותיו רשומיםך רישום של האינטגרל כ .ב

��𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐�
𝑹

𝒅𝒙𝒅𝒚         =           � � �𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐�
𝒙+𝟏

−𝟐𝒙+𝟒

𝟐

𝟏

𝒅𝒚𝒅𝒙  +  � � �𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐�
    −𝟐𝒙+𝟕 

𝒙−𝟐

𝟑

𝟐

𝒅𝒚𝒅𝒙 

 

               .ד

�
𝒖 = 𝒙 − 𝒚 
𝒗 = 𝟐𝒙 + 𝒚

    =>     𝒖 + 𝒗 = 𝟑𝒙�   =>    𝒙 =  
𝒖
𝟑

+
𝒗
𝟑

     ,      𝒚 =  𝒙 − 𝒖 =  
𝒖 + 𝒗
𝟑

− 𝒖  =>   𝒚 =
𝒗
𝟑
−
𝟐𝒖
𝟑

 

 

𝑱(𝒖,𝒗) =  �
𝝏𝒙
𝝏𝒖

𝝏𝒙
𝝏𝒗

𝝏𝒚
𝝏𝒖

𝝏𝒚
𝝏𝒗

�  =  𝝏𝒙
𝝏𝒖
∙ 𝝏𝒚
𝝏𝒗
− 𝝏𝒚

𝝏𝒖
∙ 𝝏𝒙
𝝏𝒗

       =>      𝑱(𝒖,𝒗) =  𝟏
𝟑
∙ 𝟏
𝟑

+ 𝟐
𝟑
∙ 𝟏
𝟑

 =  𝟏
𝟑
                                 

 : תחת ההתמרה הנתונה חישוב האינטגרל .ה

� 𝒇(𝒙.𝒚)
𝑹

𝒅𝒙𝒅𝒚  =   � 𝒇[𝒈(𝒖,𝒗) ,𝒉(𝒖,𝒗)]
𝑮

�𝑱(𝒖,𝒗)�𝒅𝒖𝒅𝒗 

�(𝟐𝒙 + 𝒚)(𝒙 − 𝒚)
𝑹

𝒅𝒙𝒅𝒚    =      � �(𝒗)(𝒖)
𝟐

−𝟏

𝟕

𝟒

�
𝟏
𝟑�𝒅𝒖𝒅𝒗    =        

𝟏
𝟑  ��𝒗

𝒖𝟐

𝟐
� �
𝟐
−𝟏

�
𝟕

𝟒

𝒅𝒗     = 

=   
𝟏
𝟔  �𝒗(𝟐𝟐 − (−𝟏)𝟐)

𝟕

𝟒

𝒅𝒗     =        
𝟑
𝟔  �𝒗𝒅𝒗

𝟕

𝟒

     =        
𝟏
𝟐  �

𝒗𝟐

𝟐
� �
𝟕
𝟒
�       = 

=      
𝟏
𝟒  (𝟕𝟐 − 𝟒𝟐)      =       

𝟑𝟑
𝟒      =      𝟖𝟏

𝟒
 


