
 :        אינטגרלים לא אמיתיים, שיטות אינטגרציה )1
            )א

�𝒕𝒈(𝒙)𝒅𝒙   =   �
𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒅𝒙    =>   �𝒖 = 𝒄𝒐𝒔𝒙           
𝒅𝒖 = −𝒔𝒊𝒏𝒙𝒅𝒙

�     =      −�
𝒅𝒖
𝒖

   =   −𝒍𝒏|𝒖|    =    −𝒍𝒏|𝒄𝒐𝒔𝒙| + 𝒄 

 

∫האם  )ב tg(x)dx 
π
2�

 ?מהו ערכו, כן אם? מתכנס 0

� 𝒕𝒈(𝒙)𝒅𝒙 
𝝅
𝟐�

𝟎
   =     −�

𝒅𝒖
𝒖

 
𝟎

𝟏
   =    �

𝒅𝒖
𝒖

 
𝟏

𝟎
   =    𝒍𝒊𝒎

𝒂→𝟎+
�

𝒅𝒖
𝒖

 
𝟏

𝒂
    =   𝒍𝒊𝒎

𝒂→𝟎+
[𝒍𝒏𝒖� �

𝟏
𝒂
�     =   𝒍𝒊𝒎

𝒂→𝟎+
𝒍𝒏
𝟏
𝒂

    =    ∞ 

 !מתבדר

 

𝒍𝒊𝒎𝝐→𝟎האם    )ג ∫ 𝒕𝒈(𝒙)𝒅𝒙𝟎.𝟓𝝅−𝝐
−𝟎.𝟓𝝅+𝜺  מהו ערכו, אם כן? מתכנס? 

𝒕𝒈(𝒙) ת האינטגרציה סביב יובשל סימטר, זוגית-היא פונקציה אי𝒙 =  .0 -נקבל שהאינטגרל הנתון מתכנס ל 𝟎

 

 טורים אינסופיים  )2

𝒇(𝒙)פתח לטור מקלורן את    )  א   = 𝟏
𝒙+𝒂

  )𝟎 < 𝑎  . (ם ההתכנסותמהו תחו? 

 

�
𝒇(𝒌)(𝟎)
𝒌!

∞

𝒌=𝟎
∙ 𝒙𝒌 = 𝒇(𝟎) + 𝒇′(𝟎) ∙ 𝒙 +

𝒇′′(𝟎)
𝟐!

∙ 𝒙𝟐 + ⋯+
𝒇(𝒏)(𝟎)
𝒏!

∙ 𝒙𝒏 + ⋯ 

 

𝒇(𝒙) = (𝒙 + 𝒂)−𝟏              =>              𝒇(𝟎) = 𝒂−𝟏 = 𝟏
𝒂
  

 𝒇(𝒙)
′  = −(𝒙 + 𝒂)−𝟐        =>               𝒇(𝟎)

′ = −𝒂−𝟐 = − 𝟏
𝒂𝟐

 

𝒇(𝒙)
′′  = 𝟐! (𝒙 + 𝒂)−𝟑       =>               

𝒇(𝟎)
′′

𝟐!
= 𝒂−𝟑 = 𝟏

𝒂𝟑
   

𝒇(𝒙)
′′′ = −𝟑! (𝒙 + 𝒂)−𝟒    =>               𝒇(𝟎)

′′′

𝟑! = −𝒂−𝟒 = − 𝟏
𝒂𝟒

 
. 
. 

𝒇(𝒏)(𝒙) = (−𝟏)𝒏 ∙ 𝒏! ∙ (𝒙 + 𝒂)−(𝒏+𝟏)     =>       
𝒇(𝒏)(𝟎)
𝒏!

 =  (−𝟏)𝒏 ∙ 𝒂−(𝒏+𝟏)  =  (−𝟏)𝒏

𝒂𝒏+𝟏
 

 

𝟏
𝒙 + 𝒂

   =    
𝟏 𝒂⁄

𝟏 + 𝒙 𝒂⁄
   =    �

(−𝟏)𝒌

𝒂𝒌+𝟏
∞

𝒌=𝟎
∙ 𝒙𝒌     =      

𝟏
𝒂

  −   
𝟏
𝒂𝟐

𝒙   +    
𝟏
𝒂𝟑

𝒙𝟐  −  
𝟏
𝒂𝟒

𝒙𝟑  + … +  
(−𝟏)𝒏

𝒂𝒏+𝟏
∙ 𝒙𝒏  + ⋯ 

𝒂𝟏  ,טור הנדסי  = 𝟏
𝒂  ,   𝒒 = −𝒙

𝒂
−�מתכנס באופן מוחלט עבור  .  𝒙

𝒂
� < 𝟏   =>    −𝟏 <  𝒙

𝒂
< 𝟏   =>    −𝒂 <  𝒙 < 𝒂  



𝒈(𝒙)פתח לטור מקלורן את    )  ב  = 𝟏
(𝒙+𝒂)(𝒙+𝒃)

.    . (𝟎 < 𝒂 < 𝒃)מהו תחום ההתכנסות?      

𝒈(𝒙) = 𝟏
(𝒙+𝒂)(𝒙+𝒃)

  =   𝑨
𝒙+𝒂

+ 𝑩
𝒙+𝒃

 =   𝑨(𝒙+𝒃)+𝑩(𝒙+𝒂)
(𝒙+𝒂)(𝒙+𝒃)

 =   (𝑨+𝑩)𝒙+(𝑨𝒃+𝑩𝒂)
(𝒙+𝒂)(𝒙+𝒃)

  

𝟏
(𝒙 + 𝒂)(𝒙 + 𝒃)

 =  
(𝑨 + 𝑩)𝒙+ (𝑨𝒃 + 𝑩𝒂)

(𝒙 + 𝒂)(𝒙 + 𝒃)
 =>    �

𝑨 +𝑩 = 𝟎       =>           𝑩 = −𝑨          ,        𝑩 = − 𝟏
𝒃 − 𝒂

𝑨𝒃+ 𝑩𝒂 = 𝟏  =>    𝑨𝒃 − 𝑨𝒂 = 𝟏    =>        𝑨 = 𝟏
𝒃 − 𝒂

� 

𝒈(𝒙) =
𝟏

(𝒙 + 𝒂)(𝒙 + 𝒃)
    =     

𝑨
𝒙 + 𝒂

+
𝑩

𝒙 + 𝒃
     =       

𝟏
𝒃 − 𝒂
𝒙 + 𝒂

−
𝟏

𝒃 − 𝒂
𝒙 + 𝒃

     =       
𝟏

𝒃 − 𝒂
�

𝟏
𝒙 + 𝒂

 −  
𝟏

𝒙 + 𝒃
� 

 'סעיף אתובנות ממכאן ואילך נשתמש ב

𝒈(𝒙)   =    
𝟏

𝒃 − 𝒂
�

𝟏
𝒙 + 𝒂

 −  
𝟏

𝒙 + 𝒃
�      =    

𝟏
𝒃 − 𝒂

��
(−𝟏)𝒌

𝒂𝒌+𝟏

∞

𝒌=𝟎
∙ 𝒙𝒌  −�

(−𝟏)𝒌

𝒃𝒌+𝟏

∞

𝒌=𝟎
∙ 𝒙𝒌� 

𝒈(𝒙)   =    
𝟏

𝒃 − 𝒂
��

(−𝟏)𝒌

𝒂𝒌+𝟏

∞

𝒌=𝟎
∙ 𝒙𝒌  −�

(−𝟏)𝒌

𝒃𝒌+𝟏

∞

𝒌=𝟎
∙ 𝒙𝒌�     =    

𝟏
𝒃 − 𝒂

∙� (−𝟏)𝒌 �
𝟏

𝒂𝒌+𝟏 −  
𝟏

𝒃𝒌+𝟏�
∞

𝒌=𝟎
𝒙𝒌 

𝒂−פ התנאי המחמיר יותר מבין שני התנאים  "תחום ההתכנסות ייקבע ע <  𝒙 < 𝒂   ו-  −𝒃 <  𝒙 < 𝒃 . 

𝒂−:  ל "תוך של שני התנאים הנתוצאת החי, במילים אחרות <  𝒙 < 𝒂    ∩    −𝒃 <  𝒙 < 𝒃 

𝒂−:   שהינה <  𝒙 < 𝒂 . 



 מישור משיק, גראדיינט ) 3
𝒙√  נתון המשטח         + �𝒚 + √𝒛 = √𝒂     

 .בנקודה זול המשטח ואת משוואת המישור המשיק ע (p,q,r)מצא את הגרדיאנט בנקודה   )א

 : פיתרון

√𝒙 + �𝒚 + √𝒛 = √𝒂        =>          𝒇(𝒙.𝒚.𝒛) =  √𝒙 + �𝒚 + √𝒛 − √𝒂  =  𝟎 

 :הגרדיינט הינו

�𝜵��⃗ 𝒇�𝑷𝟎 = �
𝟏
𝟐√𝒙

𝒙� +
𝟏

𝟐�𝒚
𝒚� +

𝟏
𝟐√𝒛

𝒛��
(𝒑,𝒒,𝒓)

=       
𝟏

𝟐�𝒑
𝒙� +

𝟏
𝟐�𝒒

𝒚� +
𝟏
𝟐√𝒓

𝒛� 

𝒇(𝒙,𝒚,𝒛)  -מישור משיק ל = 𝒄    בנקודה𝑷𝟎(𝒙𝟎 ,  𝒚𝟎 ,  𝒛𝟎) : 

𝒇𝒙(𝑷𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟎) + 𝒇𝒚(𝑷𝟎)(𝒚 − 𝒚𝟎) + 𝒇𝒛(𝑷𝟎)(𝒛 − 𝒛𝟎)  =  𝟎 

 :  המישור המשיק הוא אם כך

𝟏
𝟐�𝒑

(𝒙 − 𝒑) +
𝟏

𝟐�𝒒
(𝒚 − 𝒒) +

𝟏
𝟐√𝒓

(𝒛 − 𝒓)  =  𝟎 

 או בצורה מפורשת

𝟏
𝟐�𝒑

𝒙 +
𝟏

𝟐�𝒒
𝒚+

𝟏
𝟐√𝒓

𝒛  =   
�𝒑 +�𝒒 + √𝒓

𝟐
 

 
 

 . 𝒛𝟏בנקודה  𝒛ואת ציר  𝒚𝟏בנקודה  𝒚את ציר ,  𝒙𝟏בנקודה  𝒙המשיק חותך את ציר  )ב
 .𝒂הוכח כי סכום שלושת נקודות אלה שווה ל 

 : פיתרון

𝒚  מתקיים  𝒙על ציר  = 𝒛 = 𝟎 : 

𝟏
𝟐�𝒑

𝒙𝟏 +
𝟏

𝟐�𝒒
𝟎 +

𝟏
𝟐√𝒓

𝟎  =   
�𝒑 + �𝒒 + √𝒓

𝟐
    =>     𝒙𝟏 = �𝒑��𝒑+ �𝒒 + √𝒓� 

𝒙  מתקיים  𝒚על ציר  = 𝒛 = 𝟎 : 

𝟏
𝟐�𝒑

𝟎 +
𝟏

𝟐�𝒒
𝒚𝟏 +

𝟏
𝟐√𝒓

𝟎  =   
�𝒑 + �𝒒 + √𝒓

𝟐
    =>     𝒚𝟏 = �𝒒��𝒑+ �𝒒 + √𝒓� 

𝒙  מתקיים  𝒛על ציר  = 𝒚 = 𝟎 : 

𝟏
𝟐�𝒑

𝟎 +
𝟏

𝟐�𝒒
𝟎+

𝟏
𝟐√𝒓

𝒛𝟏   =   
�𝒑 + �𝒒 + √𝒓

𝟐
    =>     𝒛𝟏 = √𝒓��𝒑+ �𝒒 + √𝒓� 

𝒙𝟏 + 𝒚𝟏 + 𝒛𝟏    =     �𝒑��𝒑 + �𝒒 + √𝒓�  +  �𝒒��𝒑 + �𝒒 + √𝒓�  +  √𝒓��𝒑 + �𝒒 + √𝒓�     = 

=   ��𝒑 + �𝒒 + √𝒓���𝒑 + �𝒒 + √𝒓�    =     ��𝒑 + �𝒒 + √𝒓�
𝟐

= √𝒂
𝟐

= 𝒂      ←      √𝒙 + �𝒚 + √𝒛 = √𝒂 



 אינטגרלים כפולים  )4

𝒙𝟐  מצא את הנפח המשותף לגליל       + 𝒚𝟐 = 𝒙𝟐  ולגליל  𝟏𝟔 + 𝒛𝟐 = 𝟏𝟔 

  

 

 

 

 

𝒙𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝟏𝟔   =>      𝒇(𝒙,𝒚) = 𝒛 = �𝟏𝟔 − 𝒙𝟐       ←     𝒕𝒉𝒆  𝒓𝒐𝒐𝒇 

�𝒇(𝒙,𝒚)

𝑹

𝒅𝑨    =      � � �𝟏𝟔 − 𝒙𝟐𝒅𝒚𝒅𝒙
√𝟏𝟔−𝒙𝟐

𝟎

𝟒

𝟎
      =       � �𝒚�𝟏𝟔 − 𝒙𝟐�

𝟒

𝟎
�
√𝟏𝟔 − 𝒙𝟐

𝟎
� 𝒅𝒙    = 

=   � ��𝟏𝟔 − 𝒙𝟐�𝟏𝟔 − 𝒙𝟐�
𝟒

𝟎
𝒅𝒙   =   � (𝟏𝟔 − 𝒙𝟐)

𝟒

𝟎
𝒅𝒙  =     [𝟏𝟔𝒙� −

𝒙𝟑

𝟑
�
𝟒
𝟎
�     =    𝟔𝟒 −

𝟔𝟒
𝟑

   =    
𝟐
𝟑
∙ 𝟔𝟒 

𝟖�𝒇(𝒙,𝒚)

𝑹

𝒅𝑨  =    𝟖 ∙
𝟐
𝟑
∙ 𝟔𝟒  =    𝟑𝟒𝟏

𝟏
𝟑

  𝑪𝒖𝒃𝒊𝒄 𝑼𝒏𝒊𝒕𝒔 

 

𝟒 

𝒙𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝟏𝟔 

𝒚 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏𝟔 

𝟒 

𝒚 

 , 𝒙𝒚רק החלק שמעל מישור מצויר 

 .א רק חצי מהנפח המדובר"ז

מתוכו נחשב רק את הנפח שמעל 

 .ולבסוף נכפול בשמונה,  Iרביע 

,  𝒚 -ה מקבילים לציר" קירות"כדאי לבנות 

מקבילה " קיר"כי אז צלעו העליונה של כל 

 ). אדוםזו שמצוירת ב(לתחתונה 

 .האינטגרציה אז פשוטה יותר

 
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏𝟔 

𝒙 

𝒙 𝒂 

𝒂 
𝒚 = �𝟏𝟔 − 𝒙𝟐 


