
 :        אינטגרלים לא אמיתיים, שיטות אינטגרציה )1

∫           )א 𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃)𝒅𝒙 = ? 

∫ 𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃)𝒅𝒙   →    �𝒖 = 𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃)                     =>                  𝒅𝒖 = 𝒂
𝒂𝒙+𝒃

𝒅𝒙
𝒅𝒗 = 𝒅𝒙                                  =>                                𝒗 = 𝒙

� 

�𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃)𝒅𝒙     =     𝒙 ∙ 𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃) −�
𝒂𝒙

𝒂𝒙 + 𝒃
𝒅𝒙 

 

 

 

�𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃)𝒅𝒙        =     𝒙 ∙ 𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃) − �𝒙 −
𝒃
𝒂
∙ 𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃)�      = 

=  𝒙 ∙ 𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃) − 𝒙 +
𝒃
𝒂
∙ 𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃)  =  �𝒙 +

𝒃
𝒂
� 𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃) − 𝒙  =  �

𝒂𝒙 + 𝒃
𝒂

� 𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃) − 𝒙 

𝑪𝒐𝒏𝒄𝒍𝒖𝒔𝒊𝒐𝒏:      �𝒍𝒏(𝒂𝒙+ 𝒃)𝒅𝒙   =    �
𝒂𝒙 + 𝒃
𝒂 � 𝒍𝒏(𝒂𝒙+ 𝒃) − 𝒙 + 𝑪 

 

 

∫             )ב 𝒍𝒏 (𝒆𝟐 − 𝒙𝟐) 𝒅𝒙 = ? 

�𝒍𝒏�𝒆𝟐 − 𝒙𝟐�𝒅𝒙     =     �𝒍𝒏(𝒆 − 𝒙)(𝒆+ 𝒙)𝒅𝒙    =     �[𝒍𝒏(𝒆 − 𝒙) + 𝒍𝒏(𝒆+ 𝒙)]𝒅𝒙   = 

=     �𝒍𝒏(𝒆 − 𝒙)𝒅𝒙 + �𝒍𝒏(𝒆+ 𝒙)𝒅𝒙      =     �𝒍𝒏(−𝒙+ 𝒆)𝒅𝒙 + �𝒍𝒏(𝒙+ 𝒆)𝒅𝒙    = 

�
−𝒙+ 𝒆
−𝟏

� 𝒍𝒏(−𝒙+ 𝒆) − 𝒙 +  �
𝒙 + 𝒆
𝟏

� 𝒍𝒏(𝒙 + 𝒆)− 𝒙  =    (𝒙 − 𝒆)𝒍𝒏(𝒆 − 𝒙) +  (𝒙 + 𝒆)𝒍𝒏(𝒆 + 𝒙) − 𝟐𝒙 + 𝑪 

𝑪𝒐𝒏𝒄𝒍𝒖𝒔𝒊𝒐𝒏 ∶ � 𝒍𝒏(𝒆𝟐 − 𝒙𝟐)𝒅𝒙 = (𝒙 − 𝒆)𝒍𝒏(𝒆 − 𝒙) + (𝒙+ 𝒆)𝒍𝒏(𝒆 + 𝒙) − 𝟐𝒙 + 𝑪 

  

�
𝒂𝒙

𝒂𝒙 + 𝒃
𝒅𝒙        =         �

𝒂𝒙 + 𝒃 − 𝒃
𝒂𝒙 + 𝒃

𝒅𝒙       =        ��
𝒂𝒙 + 𝒃
𝒂𝒙 + 𝒃

−
𝒃

𝒂𝒙 + 𝒃
�𝒅𝒙        = 

=     ��𝟏 −
𝒃

𝒂𝒙 + 𝒃
�𝒅𝒙        =        𝒙 −

𝒃
𝒂
∙ 𝒍𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃) 



𝑵𝒐𝒕𝒆:    �𝒍𝒏(𝒆𝟐 − 𝒙𝟐)𝒅𝒙   =    (𝒙 − 𝒆)𝒍𝒏(𝒆 − 𝒙) + (𝒙+ 𝒆)𝒍𝒏(𝒆 + 𝒙) − 𝟐𝒙 + 𝑪 

∫  האם )ג [𝟐𝒆 − 𝒍𝒏(𝒆𝟐 − 𝒙𝟐)]𝒙𝒆
−𝒆 מהו ערכו, אם כן? מתכנס? 

 .IIלכן זהו אינטגרל לא אמיתי מסוג , האינטגרנד מתאפס כשמציבים בו את גבולות האינטגרציה

∫𝟐לחשב לנצל זאת ואפשר  .האינטגרנד הוא פונקציה זוגית, כמו כן [𝟐𝒆 − 𝒍𝒏(𝒆𝟐 − 𝒙𝟐)]𝒅𝒙  𝒆
𝟎 . 

� [𝟐𝒆 − 𝒍𝒏(𝒆𝟐 − 𝒙𝟐)]𝒅𝒙  
𝒆

−𝒆
   =      𝒍𝒊𝒎

𝒃→𝒆−
𝒂→−𝒆+

�[𝟐𝒆 − 𝒍𝒏(𝒆𝟐 − 𝒙𝟐)]𝒅𝒙
𝒃

𝒂

     =     𝟐 𝒍𝒊𝒎
𝒃→𝒆−

�[𝟐𝒆 − 𝒍𝒏(𝒆𝟐 − 𝒙𝟐)]𝒅𝒙
𝒃

𝟎

 

=   𝟐𝒍𝒊𝒎
𝒃→𝒆−

[𝟐𝒆 ∙ 𝒙 −�(𝒙 − 𝒆)𝒍𝒏(𝒆 − 𝒙) −  (𝒙 + 𝒆)𝒍𝒏(𝒆 + 𝒙) + 𝟐𝒙 �
𝒃
𝟎
�   = 

=   𝟐𝒍𝒊𝒎
𝒃→𝒆−

[𝟐𝒆 ∙ 𝒃 − (𝒃 − 𝒆)𝒍𝒏(𝒆 − 𝒃) −  (𝒃 + 𝒆)𝒍𝒏(𝒆 + 𝒃) + 𝟐𝒃 − (𝟎)]    = 

=   𝟐[𝟐𝒆𝟐 − (𝟎−)𝒍𝒏(𝟎+) −  (𝟐𝒆)𝒍𝒏(𝟐𝒆) + 𝟐𝒆]    =    𝟐[𝟐𝒆𝟐 − (𝟎−)(−∞) −  (𝟐𝒆)𝒍𝒏(𝟐𝒆) + 𝟐𝒆] = 

=   𝟐[𝟐𝒆𝟐 − 𝟎 −  (𝟐𝒆)𝒍𝒏(𝟐𝒆) + 𝟐𝒆]   ≈   𝟐𝟐 

 :בסוגריים שואף לאפסהוכחה שהאיבר השני 

𝒍𝒊𝒎
𝒃→𝒆−

[(𝒃 − 𝒆)𝒍𝒏(𝒆 − 𝒃)]      =        𝒍𝒊𝒎
𝒃→𝒆−

�
𝒍𝒏(𝒆 − 𝒃)

𝟏
𝒃 − 𝒆

�        =       𝒍𝒊𝒎
𝒃→𝒆−

�
𝒍𝒏(𝟎+)
𝟏
𝟎−

�        =      �
−∞
−∞

� 

𝑳𝒐𝒑𝒊𝒕𝒂𝒍   →      𝒍𝒊𝒎
𝒃→𝒆−

�
−𝟏 (𝒆 − 𝒃)⁄

−𝟏
(𝒃− 𝒆)𝟐

�     =     𝒍𝒊𝒎
𝒃→𝒆−

�
−𝟏 (𝒆 − 𝒃)⁄

−𝟏
(𝒆 − 𝒃)𝟐

�     =     𝒍𝒊𝒎
𝒃→𝒆−

[𝒆 − 𝒃]    =     𝟎 

 



 טורים אינסופיים  )2

𝒂𝒏נתונה סדרה שבה             ) א = 𝒏𝒑

√𝒏−√𝒏−𝟏
 ?מתכנס   𝒑    ∑𝒂𝒏לאילו ערכי .        

  :פיתרון

�𝒂𝒏 = �𝟏+
𝟐𝒑

√𝟐− 𝟏
+ 

𝟑𝒑

√𝟑 − √𝟐
+

𝟒𝒑

𝟐 − √𝟑
+⋯+

𝒏𝒑

√𝒏− √𝒏−𝟏
+⋯� 

𝒂𝒏 יתכן האם → 𝒏כי המכנה שואף לאפס כאשר , לכאורה לא  ? 𝟎 → ∞ . 

𝒂𝒏 אולי שבמונה יורד למכנה ואז יתכן" 𝒏 " -ה, שלילי 𝒑אבל אם  →  :נבדוק זאת . 𝟎

𝒂𝒏   =   
𝒏𝒑

√𝒏 − √𝒏 − 𝟏
∙
√𝒏 + √𝒏 − 𝟏
√𝒏 + √𝒏 − 𝟏

     =      
𝒏𝒑�√𝒏 + √𝒏 − 𝟏�

𝒏 − (𝒏 − 𝟏)     =     𝒏𝒑�√𝒏 + √𝒏 − 𝟏� 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒂𝒏     =     𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒏𝒑�√𝒏 + √𝒏 − 𝟏�    =    𝒏𝒑�𝟐√𝒏�     =    𝟐𝒏𝒑+𝟎.𝟓 

𝒑א אם "ז, שימו לב שאם החזקה שלילית < 𝒂𝒏מתקיים  ,  𝟎.𝟓− →  .אך לא מספיק, זהו תנאי הכרחי להתכנסות . 𝟎

𝒑עבור  = ∞→𝐥𝐢𝐦𝒏   : מתקבל 𝟏.𝟓− 𝒂𝒏  =  𝟐𝒏−𝟏  =   𝟐 ∙ 𝟏
𝒏

 .  ∑𝒂𝒏 גבולי" מתבדר( אופי הרמוני מקבל"(. 

𝒑עבור  < −𝟏.𝟓  ,  ∑𝒂𝒏 תכנסלכן מו" מעבר להרמוני" הינו. 

 : הערות

 :"אי ודאות"שמשמעה   1 ת התוצאהכי מתקבל ,מבחן המנה אינו מועיל כאן

𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝒂𝒏+𝟏
𝒂𝒏

      =       𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝟐(𝒏 + 𝟏)𝒑+𝟎.𝟓

𝟐𝒏𝒑+𝟎.𝟓       =       𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

�
𝒏 + 𝟏
𝒏

�
𝒑+𝟎.𝟓

  =      (𝟏+)𝒑+𝟎.𝟓    =      𝟏 

 :מ "יב בחמנכי הוא , גם הוא אינו מועיל כאןמבחן השורש 

𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

�𝒂𝒏𝒏   =   𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

�𝟐𝒏𝒑+𝟎.𝟓𝒏   =   𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

√𝟐𝒏 ∙ �𝒏𝒑+𝟎.𝟓𝒏   =   𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝟐𝟏 𝒏⁄ ∙ 𝒏(𝒑+𝟎.𝟓) 𝒏⁄  =  𝟏 ∙ (∞)𝟎 

  



𝒇(𝒙)הפונקציה    גרף)  ב  = 𝒙𝒑

√𝒙−√𝒙−𝟏
𝒙  -מימין ל ,  =  .ויוצר גוף סיבוב𝒙    -המסתובב סביב ציר ,  𝟐

 ? נפח הגוף סופי 𝒑לאילו ערכי       

𝒇(𝒙)              הסעיף הקודם אפשר לרשום פיל : פיתרון   =   𝒙𝒑

√𝒙−√𝒙−𝟏
  =   𝒙𝒑�√𝒙+ √𝒙 − 𝟏� 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒇(𝒙)     =     𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒙𝒑�√𝒙+ √𝒙 − 𝟏�    =    𝒙𝒑�𝟐√𝒙�     =    𝟐𝒙𝒑+𝟎.𝟓 

 :סעיף הנוכחי לניגש כעת . עד כאן מה שכבר ידוע לנו מהסעיף הקודם

𝑽  =    𝝅� 𝒇𝟐𝒅𝒙
∞

𝟐

    =      𝝅��𝒇𝟐𝒅𝒙
𝒂

𝟐

+ � 𝒇𝟐𝒅𝒙
∞

𝒂

�  

𝟐  יקחנ. סופי להיותהאינטגרל השני  על, כדי שנפח הגוף יהיה סופי ≪ 𝒂  שנוכל להניח  דיכ𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝒑+𝟎.𝟓 . 

� 𝒇𝟐𝒅𝒙
∞

𝒂

  =     ��𝟐𝒙𝒑+𝟎.𝟓�𝟐𝒅𝒙
∞

𝒂

   =     𝟒� 𝒙𝟐𝒑+𝟏𝒅𝒙
∞

𝒂

 

𝒑  ולשם כך צריך להתקיים,  (𝟏−) -על החזקה להיות קטנה מ, כדי שהאינטגרל יתכנס < −𝟏 . 



 גראדיינט, נגזרת כיוונית)   3
𝑻(𝒙,𝒚)י הביטוי "הטמפרטורה על פני משטח אופקי נתונה ע = 𝒙𝒆𝒚 + 𝒄𝒐𝒔(𝒙𝒚)  . 

 . 𝑷(𝟐 ,𝟎)נמלה נמצאת בנקודה 

 . 𝒙 -יחסית לכיוון החיובי של ציר ה, יש לציין את הכיוונים במעלות' ג -'בסעיפים א
 ?כדי שהטמפרטורה תגדל בקצב מרבי באיזה כיוון עליה לנוע  )א

 ?באיזה קצב משתנה הטמפרטורה כשהנמלה נעה בכיוון זה  )ב

 ?באיזה כיוון עליה לנוע כדי שהטמפרטורה תקטן בקצב מרבי  )ג

 ?באיזה קצב משתנה הטמפרטורה כשהנמלה נעה בכיוון זה )ד

 ?באיזה כיוון עליה לנוע כדי שהטמפרטורה לא תשתנה  )ה

⃗��𝑨ב משתנה הטמפרטורה כשהנמלה נעה בכיוון  באיזה קצ )ו = 𝟑𝒙� − 𝟒𝒚�  ? 
 
 

 .ומהו גודלו 𝑷(𝟐,𝟎)בנקודה מהו כיוונו של הגרדיינט  בעצםאנו נשאלים : 'ב+'פיתרון א
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 . 𝟏𝟏𝟔.𝟓𝟔𝟓°− א "ז, )באיור ירוקחץ ( גרדיינטה כיווןבכיוון הפוך ל בקצב מרבי קטנההטמפרטורה :  'ד+'פיתרון ג

⃗��𝜵�−הטמפרטורה בכיוון זה הוא   משתנההקצב בו                      𝑻�(𝟐 ,𝟎) = −√𝟓   °𝑪 𝒄𝒎⁄ . 

 

 . 𝟗𝟎°א להוסיף או להפחית  "ז, לא תשתנה יש לנוע במאונך לגרדיינט) הטמפרטורה(כדי שהפונקציה : 'הפיתרון 

 ).מאונכים לכיוון הגרדיינט -כיווני החיצים השחורים באיור (  𝟐𝟔.𝟓𝟔𝟓°−  או 𝟏𝟓𝟑.𝟒𝟑𝟓°  התשובה היא לכן

 

�𝜵��⃗ 𝑻�(𝟐 ,𝟎) = 𝒙� + 𝟐𝒚� 

𝑻𝒙(𝟐,𝟎) = 𝒆𝒚 − 𝒚𝒔𝒊𝒏(𝒙𝒚) �(𝟐 ,𝟎)
� = 𝒆𝟎 − 𝟎𝒔𝒊𝒏(𝟎) = 𝟏 

𝑻𝒚(𝟐,𝟎) = 𝒙𝒆𝒚 − 𝒙𝒔𝒊𝒏(𝒙𝒚) �(𝟐 ,𝟎)
� = 𝟐 − 𝟐𝒔𝒊𝒏(𝟎) = 𝟐 

�𝜵��⃗ 𝑻�(𝟐 ,𝟎) =  𝑻𝒙(𝟐,𝟎)𝒙� + 𝑻𝒚(𝟐,𝟎)𝒚�  =  𝒙� + 𝟐𝒚� 

𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈𝟐 =  𝟔𝟑.𝟒𝟑𝟓° 

�𝜵��⃗ 𝑻�(𝟐 ,𝟎) = �𝑻𝒙(𝟐,𝟎)
𝟐 + 𝑻𝒚(𝟐,𝟎)

𝟐 = �𝟏𝟐 + 𝟐𝟐 = √𝟓   °𝑪 𝒄𝒎⁄  

𝑻(𝒙,𝒚) שלחישוב הגרדיינט  = 𝒙𝒆𝒚 + 𝒄𝒐𝒔(𝒙𝒚)   ב- 𝑷(𝟐,𝟎) : 

 : הינו  𝑷(𝟐 ,𝟎) נקודה ב  𝑻הגרדיינט של  

𝟔𝟑.𝟒𝟑𝟓° 

 . 𝑻של  ) כחול(באיור מתוארים קווי הרמה 

⃗��𝜵הגרדיינט  𝑻 מאונך לקו הרמה בנקודה ,בנקודה. 

 .'ד+'ג סעיפיםל שייך  הירוקהחץ 

  .'השייכים לסעיף  השחוריםהחיצים 

 



 : 'ופיתרון 

⃗��𝑨בכיוון הווקטור   כיווניתהנגזרת את האנו מתבקשים לחשב  = 𝟑𝒙� − 𝟒𝒚� . 

 :)יחידהווקטור (כיוון ראשית יש לנרמל את הווקטור הנתון כך שיהפוך לווקטור 

𝒖�   =   
𝑨��⃗

�𝑨��⃗ �
   =    

𝑨��⃗
𝟓     =     

𝟑
𝟓 𝒙� −

𝟒
𝟓 𝒚� 

⃗��𝜵�יש לכפול את ווקטור הגרדיינט  כ"אח 𝑻�(𝟐 ,𝟎) הכיוון ווקטור ב𝒖� : 

�
𝒅𝑻
𝒅𝒔�𝒖�,(𝟐 ,𝟎)

=   �𝜵��⃗ 𝑻�(𝟐 ,𝟎) ∙ 𝒖�    =    (𝒙� + 𝟐𝒚�) ∙ �
𝟑
𝟓𝒙
� −

𝟒
𝟓𝒚
��    =    −𝟏  °𝑪 𝒄𝒎⁄  
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𝒛𝟐פתור את המשוואה        )א + (𝟐 + 𝟗𝒊) + 𝟕𝒊 − 𝟐𝟑 =  𝒛𝟐 -ו  𝒛𝟏מצא את שני הפתרונות       𝟎

|𝒛𝟐|   -אם נתון ש       > |𝒛𝟏| . 

 

𝒛𝟐 + (𝟐 + 𝟗𝒊)𝒛 + 𝟕𝒊 − 𝟐𝟑 = 𝟎       =>          𝑎 = 1    ,     𝑏 = 𝟐 + 𝟗𝒊     ,       𝒄 = 𝟕𝒊 − 𝟐𝟑 

∆    =    𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄     =     (𝟐 + 𝟗𝒊)𝟐 − 𝟒(𝟕𝒊 − 𝟐𝟑)    =     𝟒 + 𝟑𝟔𝒊 − 𝟖𝟏 − 𝟐𝟖𝒊 + 𝟗𝟐    =     𝟏𝟓 + 𝟖𝒊 

√∆  =  𝒙 + 𝒚𝒊    =>      ∆  =  (𝒙 + 𝒚𝒊)𝟐  =   𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝒚𝒊 =   𝟏𝟓 + 𝟖𝒊 

�
𝒙𝟐 − 𝒚𝟐  =   𝟏𝟓                                      

𝟐𝒙𝒚       =      𝟖        =>          𝑦 =
𝟒
𝒙

�         =>          𝒙𝟐 − �
𝟒
𝒙
�
𝟐

 =   𝟏𝟓    =>      𝒙𝟐 −
𝟏𝟔
𝒙𝟐  =   𝟏𝟓  => 

=>      𝒕 −
𝟏𝟔
𝒕

 =   𝟏𝟓  =>      𝒕𝟐 − 𝟏𝟓𝒕 − 𝟏𝟔 = 𝟎    =>      (𝒕 − 𝟏𝟔)(𝒕 + 𝟏) = 𝟎 

=>     �𝒙𝟐 − 𝟏𝟔��𝒙𝟐 + 𝟏� = 𝟎       =>       �𝒙𝟐 − 𝟏𝟔� = 𝟎     =>       𝑥 = ±4    =>     (𝟒,𝟏)   ,    (−𝟒,−𝟏) 

√∆  =  𝒙 + 𝒚𝒊 =   ±(𝟒 + 𝒊) 

𝒛𝟏,𝟐 =
−𝒃 ± √∆

𝟐𝒂
 =   

−𝟐 − 𝟗𝒊 ± (𝟒 + 𝒊)
𝟐

   =>    �𝒛𝟏 = 𝟏 − 𝟒𝒊      =      √𝟏𝟕𝑪𝑰𝑺(−𝟕𝟓.𝟗𝟔°)
𝒛𝟐 = −𝟑 − 𝟓𝒊  =    √𝟑𝟒𝑪𝑰𝑺(−𝟏𝟐𝟎.𝟗𝟔°)

� 

 

𝒂𝟏בסדרה הנדסית נתון      ) ב = 𝒛𝟏
|𝒛𝟏|

       𝒂𝟐 = 𝒛𝟐
|𝒛𝟐|

 ). 'אותם חישבת בסעיף א(       

 .0בסדרה הוא האיברים הראשונים  הסבר מדוע סכום שמונת    

𝒂𝟏 =
𝒛𝟏

|𝒛𝟏| =  𝑪𝑰𝑺(−𝟕𝟓.𝟗𝟔°)     ,       𝒂𝟐 =
𝒛𝟐

|𝒛𝟐| =  𝑪𝑰𝑺(−𝟏𝟐𝟎.𝟗𝟔°) 

𝒒 =  
𝒂𝟐
𝒂𝟏

 =  
𝑪𝑰𝑺(−𝟏𝟐𝟎.𝟗𝟔°)
𝑪𝑰𝑺(−𝟕𝟓.𝟗𝟔°)  =  𝑪𝑰𝑺(−𝟒𝟓°)     ,       𝑺𝟖 =  

𝒂𝟏(𝒒𝟖 − 𝟏)
𝒒 − 𝟏

 

(𝒒𝟖 − 𝟏)     =      𝑪𝑰𝑺𝟖(−𝟒𝟓°) − 𝟏    =     𝑪𝑰𝑺(−𝟑𝟔𝟎°)− 𝟏    =      𝟏 − 𝟏    =      𝟎 


