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 'שימוש בשיטת הכופלים של לגרנז –) 1043' עמ(דוגמה מהספר 

𝒇(𝒙,𝒚)מצא את הערכים הגדולים ביותר והקטנים ביותר שמקבלת הפונקציה   = 𝒙𝒚      על האליפסה𝒙𝟐

𝟖
+ 𝒚𝟐

𝟐
= 𝟏 . 

𝒇(𝒙,𝒚)  אנו מחפשים את ערכי הקיצון של  :פיתרון = 𝒙𝒚  תחת האילוץ   𝒙𝟐

𝟖
+ 𝒚𝟐

𝟐
− 𝟏 = 𝟎  . 

⃗��𝜵  את משוואת הגרדיינט מקיימיםאשר  𝝀 -ו  𝒙  ,𝒚  נמצא את ערכיהם של 𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈   המשוואה ואת  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎 . 

 :משוואת הגרדיינטפתרון 

  𝜵��⃗ 𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈    =>     𝒚𝒙� + 𝒙𝒚� = 𝝀�𝒙
𝟒
𝒙� + 𝒚𝒚��      =>      𝒚𝒙� + 𝒙𝒚�  =  𝝀𝒙

𝟒
𝒙� + 𝝀𝒚𝒚�     => 

=>    �𝒚=
𝝀𝒙
𝟒

𝒙=𝝀𝒚
�   =>    𝒚 = 𝝀𝟐𝒚

𝟒
 =>   𝝀𝟐 = 𝟒   =>    𝝀 = ±𝟐    ,     𝒙 = ±𝟐𝒚  

,𝒙)את האפשרות  𝒚) = (𝟎, ,𝟎)כי הנקודה , ותלמרות היותה פיתרון של המשווא, אנו שוללים (𝟎  .אינה על האליפסה (𝟎

𝒙ב אם כן  נצי = ±𝟐𝒚  במשוואה  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎 : 

 𝒙
𝟐

𝟖
+ 𝒚𝟐

𝟐
= 𝟏    =>     (±𝟐𝒚)𝟐

𝟖
+ 𝒚𝟐

𝟐
= 𝟏    =>     𝟒𝒚𝟐 + 𝟒𝒚𝟐 = 𝟖     =>     𝟖𝒚𝟐 = 𝟖    =>     𝒚 = ±𝟏   ,   𝒙 = ±𝟐    

𝒇(𝒙,𝒚)  ערכי הקיצון שמקבלת = 𝒙𝒚   על האליפסה𝒙𝟐

𝟖
+ 𝒚𝟐

𝟐
=  :ארבע הנקודות מ במימתקבלים   𝟏

 
𝒙𝒚הינם  אלה ערכי קיצון  = 𝒙𝒚  -ו  𝟐 = −𝟐 . 

 .אומטרייהפיתרון במבט ג

 

 'שיטת כופלי לגרנז

כדי למצוא את ערכי המקסימום המקומי והמינימום . הןגזירות שתי  𝒈(𝒙,𝒚,𝒛) -ו 𝒇(𝒙,𝒚,𝒛) -נניח ש

𝒈(𝒙,𝒚,𝒛)תחת האילוץ   𝒇המקומי של   = אשר  𝝀 -ו 𝒙  ,𝒚  ,𝒛נמצא את הערכים של  ,  𝟎

⃗��𝜵מקיימים את שתי המשוואות   𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈   ו-  𝒈(𝒙,𝒚,𝒛) = 𝟎 . 

 . 𝒛שתנה  התנאים דומים רק ללא המ, עבור פונקציות של שני משתנים

𝒇(𝒙,𝒚)קווי הרמה של הפונקציה   = 𝒙𝒚    הם ההיפרבולות𝒙𝒚 = 𝒄. 

 ).בערכה המוחלט(גדולה יותר  𝒇על היפרבולות רחוקות מהראשית 

,𝒙)תנאי שהנקודה תחת ה 𝒇(𝒙,𝒚)אנו מעוניינים בערכי הקיצון של   𝒚) 

𝒙𝟐גם על האליפסה מצאת נ + 𝟒𝒚𝟐 = מבין כל ההיפרבולות אשר .  𝟖

 ?אילו הן הרחוקות ביותר מהראשית, חותכות את האליפסה

 .א משיקות לה"ז, את האליפסה" משפשפות"אלה אשר רק 

 , וקטור אשר מאונך להיפרבולה מאונך גם לאליפסה, בנקודות ההשקה

⃗��𝜵  -כך ש 𝒇 = 𝒚𝒙� + 𝒙𝒚�  כפולה הינו )𝝀 = ⃗��𝜵  של )±𝟐 𝒈 = 𝒙
𝟒
𝒙� + 𝒚𝒚�. 

,𝟐)' בנק 𝟏)     ,𝜵��⃗ 𝒇 = 𝒙� + 𝟐𝒚�   ,    𝜵��⃗ 𝒈 = 𝟏
𝟐
𝒙� + 𝒚� ,   ו- 𝜵��⃗ 𝒇 = 𝟐𝜵��⃗ 𝒈. 

,𝟐−)' בנק 𝟏)  ,𝜵��⃗ 𝒇 = 𝒙� − 𝟐𝒚�   ,  𝜵��⃗ 𝒈 = − 𝟏
𝟐
𝒙� + 𝒚� ,  ו- 𝜵��⃗ 𝒇 = −𝟐𝜵��⃗ 𝒈. 

 

 

(𝟐, 𝟏)     (−𝟐, 𝟏)     (𝟐, −𝟏)     (−𝟐,−𝟏) 



 .מציאת ערכי קיצון של פונקציה על מעגל –) 1044'  עמ(דוגמה מהספר 
𝒇(𝒙,𝒚)מצא את ערכי המקסימום והמינימום של הפונקציה   = 𝟑𝒙 + 𝟒𝒚    על המעגל𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏 . 

𝒇(𝒙,𝒚)עם   'לגרנז לתבנית את הבעיה מתאימיםאנו   :פיתרון = 𝟑𝒙 + 𝟒𝒚  ו-  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − ומחפשים את הערכים ,  𝟏
⃗��𝜵את המשוואות        אשר מקיימים  𝛌 -ו 𝒙  ,𝒚של   𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈      ו-  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎 

𝜵��⃗ 𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈    =>     𝟑𝒙� + 𝟒𝒚� = 𝝀(𝟐𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚�)     =>      𝟑𝒙� + 𝟒𝒚� = 𝟐𝝀𝒙𝒙� + 𝟐𝝀𝒚𝒚�      =>        

=>    �
𝟑 = 𝟐𝝀𝒙
𝟒 = 𝟐𝝀𝒚

�   =>     
𝟑
𝟒

=
𝒙
𝒚

    =>     𝟑𝒚 = 𝟒𝒙   =>      𝒚 =
𝟒𝒙
𝟑

 

𝝀חילקתי המשוואות זו בזו כי כאן  : הערה ≠ 𝟎 , 𝒚 ≠   .)ויכולנו לעשות זאת ,מצב דומההיה הקודמת  גם בדוגמה( 𝟎
𝝀כאן , אגב. מטעמי זהירות כנראה, למרות שזה מקצר את החישוב לעשות זאתינו נוהג הספר א = 𝟐. 𝟓 . 

𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎  =>   𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏  =>    𝒙𝟐 + �𝟒𝒙
𝟑
�
𝟐

= 𝟏  =>   9𝒙𝟐 + 𝟏𝟔𝒙𝟐 = 𝟗  =>    𝒙𝟐 = 𝟗
𝟐𝟓

  =>  

𝒙 = ± 𝟑
𝟓

      ,     𝒚 = ± 𝟒
𝟓

      =>       �𝟑
𝟓

, 𝟒
𝟓
�   ,   �− 𝟑

𝟓
, 𝟒
𝟓
�   ,   �𝟑

𝟓
, − 𝟒

𝟓
�   ,   �− 𝟑

𝟓
, − 𝟒

𝟓
�  

𝒙𝟐על המעגל  המקסימום והמינימום שלה  ערכיכדי לקבל את  𝒇(𝒙,𝒚) -נציב נקודות אלה ב + 𝒚𝟐 = 𝟏 : 

𝒇�𝟑𝟓  ,   𝟒𝟓�
= 𝟑 ∙ 𝟑

𝟓
+ 𝟒 ∙ 𝟒

𝟓
= 𝟓      ,      𝒇�−𝟑𝟓  ,   𝟒𝟓�

= 𝟑 ∙ �− 𝟑
𝟓
� + 𝟒 ∙ 𝟒

𝟓
= 𝟕

𝟓
   

𝒇�𝟑𝟓   ,   −𝟒𝟓�
= 𝟑 ∙ 𝟑

𝟓
+ 𝟒 ∙ �− 𝟒

𝟓
� = − 𝟕

𝟓
     ,     𝒇�−𝟑𝟓  ,   −𝟒𝟓�

= 𝟑 ∙ �− 𝟑
𝟓
� + 𝟒 ∙ �− 𝟒

𝟓
� = −𝟓 

𝒇(𝒙,𝒚)ערכי המקסימום והמינימום של הפונקציה  , ךאם כ = 𝟑𝒙 + 𝟒𝒚   על המעגל𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 =  .בהתאמה -5 -ו  5הם   𝟏

 .גיאומטריהפיתרון במבט 

 

  

𝒇(𝒙,𝒚)קווי הרמה של   = 𝟑𝒙 + 𝟒𝒚    𝟑הם הישרים𝒙 + 𝟒𝒚 = 𝒄 . 

 ).בערכה המוחלט(גדולה יותר  𝒇על ישרים רחוקים מהראשית 

תחת התנאי שהנקודה  𝒇(𝒙,𝒚)אנו מעוניינים בערכי הקיצון של  

(𝒙, 𝒚)  על המעגל  גםנמצאת𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = מבין כל הישרים אשר .  𝟏

 ?ותר מהראשיתאילו הם הרחוקים בי, חותכים את המעגל

 .הם הרחוקים ביותר מהראשית. אלה אשר משיקים למעגל

 , וקטור אשר מאונך לישר מאונך גם למעגל, בנקודות ההשקה

⃗��𝜵  -כך ש 𝒇  של סקלרית הינו כפולה 𝜵��⃗ 𝒈  , א "ז,  𝜵��⃗ 𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈 . 

 

 

 

𝒇(𝒙,𝒚)הפונקציה   שמקבלת יהערך המקסימאל = 𝟑𝒙 + 𝟒𝒚    על המעגל𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟑�בנקודה  וזה קורה , 5הוא   𝟏
𝟓

, 𝟒
𝟓
�. 

−�בנקודה  והדבר קורה , -5הוא ל "הנשהיא מקבלת על המעגל  יהערך המינימאל 𝟑
𝟓

, − 𝟒
𝟓
�. 

⃗��𝜵, ורק בשתי אלה, בשתי נקודות אלה שעל המעגל 𝒇  הינו כפולה סקלרית של𝜵��⃗ 𝒈. 

 .)חבל( שלה אך לא בנקודת המינימום, על המעגל 𝒇של  אלה בנקודת המקסימוםבציור מוראים שני הגרדיינטים ה



 .מציאת המרחק המינימאלי של עקומה מראשית הצירים –דוגמה נוספת 
𝒙𝟐𝒚מצא את המרחק המינימאלי של העקומה   =  .מראשית הצירים  𝟏𝟔

𝒓𝟐  מהצורה של מעגל קנוני rאנו דנים בעצם ברדיוס  ,כשאנו דנים במרחק מראשית הצירים :פיתרון = 𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 . 
𝒇(𝒙,𝒚)המינימום של הפונקציה  את ערכי  נחפש אם כך = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐  עקוםעל ה  𝒙𝟐𝒚 = 𝟏𝟔 . 

 .נוגע בעקום "עדיין"אשר  הקטן ביותר נוניהמעגל הקשל  𝒓𝟐נחפש את , במילים אחרות

  

𝒇(𝒙,𝒚)עם  ' לתבנית לגרנז ת הבעיהנתאים א = 𝐱𝟐 + 𝐲𝟐  ו-  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝒙𝟐𝐲 − אשר  𝛌 -ו 𝒙  ,𝒚ונחפש את הערכים של  ,  𝟏𝟔

⃗��𝜵מקיימים את המשוואות         𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈      ו-  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎 

𝜵��⃗ 𝒇 = 𝝀𝜵��⃗ 𝒈    =>     2𝒙𝒙� + 𝟐𝒚𝒚� = 𝝀�𝟐𝒙𝒚𝒙� + 𝒙𝟐𝒚��     => 

�
𝒙 = 𝝀𝒙𝒚   
𝟐𝒚 = 𝝀𝒙𝟐  

�   =>     
𝟐𝒚
𝒙

=
𝒙
𝒚

   =>     2𝒚𝟐 = 𝒙𝟐    =>      ±√𝟐𝒚 = 𝒙 

,𝒙)את האפשרות  𝒚) = (𝟎, ,𝟎)כי הנקודה , ותלמרות היותה פיתרון של המשווא, אנו שוללים (𝟎  .םעקואינה על ה (𝟎

𝝀חילקתי המשוואות זו בזו כי כאן  : הערה ≠ 𝟎 , (𝒙, 𝒚) ≠ (𝟎,   .)היה כך ויכולנו לעשות זאת הראשונהגם בדוגמה ( (𝟎
𝝀כאן , אגב. מטעמי זהירות כנראה, למרות שזה מקצר את החישוב לעשות זאתהספר אינו נוהג  = 𝟎. 𝟓 . 

𝒙𝟐  כעת נציב = 𝟐𝒚𝟐  במשוואה  𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎 : 

𝒈(𝒙,𝒚) = 𝟎  =>    𝒙𝟐𝒚 = 𝟏𝟔  =>    𝟐𝒚𝟑 = 𝟏𝟔  =>    𝒚𝟑 = 𝟖  =>    𝒚 = 𝟐   =>    𝒙 = ±𝟐√𝟐   

    �−𝟐√𝟐  , 𝟐�          �𝟐√𝟐  , 𝟐�   

𝒙𝟐𝐲  עקוםעל השלה  ינימוםהמ ךערכדי לקבל את  𝒇(𝒙,𝒚) -נציב נקודות אלה ב = 𝟏𝟔 : 

𝒇�−𝟐√𝟐  ,𝟐� = �−𝟐√𝟐�
𝟐

+ 𝟐𝟐 = 𝟏𝟐           ,        𝒇�𝟐√𝟐  ,𝟐� = �𝟐√𝟐�
𝟐

+ 𝟐𝟐 = 𝟏𝟐   

𝒙𝟐𝐲המרחק המינימאלי של העקומה   =  .ךאם כ  𝟏𝟐√מראשית הצירים הוא   𝟏𝟔

 

𝒇(𝒙,𝒚)קווי הרמה של   = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐  מעגליםהם ה  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒄 . 

𝒇כי הרי , קטנה יותר 𝒇 ,קטנים יותר ככל שהמעגלים = 𝒓𝟐 . 

,𝒙)תחת התנאי שהנקודה  𝒇(𝒙,𝒚)של   מינימאליה ךנים בעראנו מעוניי 𝒚) 

𝒙𝟐𝒚 עקוםנמצאת גם על ה = ים אשר חותכים את מעגלמבין כל ה.  𝟏𝟔

𝒙𝟐𝐲 עקוםה =  .עקוםה אשר משיק לז ?הקטן ביותר הוא איזה, 𝟏𝟔

 , מאונך גם למעגל עקוםוקטור אשר מאונך ל, בנקודות ההשקה

 

 

 

𝒙𝟐𝐲 = 𝟏𝟔 𝒙𝟐𝐲 = 𝟏𝟔 

�−𝟐√𝟐  , 𝟐� �𝟐√𝟐  , 𝟐� 

√𝟏𝟐 √𝟏𝟐 

𝒙𝟐𝐲 = 𝟏𝟔 𝒙𝟐𝐲 = 𝟏𝟔 

𝒓 𝒓 


