
1.  

𝒗פתור את המערכת   .א = 𝟐𝒙 + 𝒚     ,𝒖 = 𝒙 − 𝒚   עבור𝒙  ו- 𝒚    במונחים של𝒖 ו- 𝒗 . 

(𝒙,𝒚)��כ מצא את ערכו של היעקוביאן  "אח 𝝏(𝒖,𝒗)⁄ . 

 :'א פיתרון

�
𝒖 = 𝒙 − 𝒚 
𝒗 = 𝟐𝒙 + 𝒚

    =>     𝒖 + 𝒗 = 𝟑𝒙�   =>    𝒙 =  
𝒖
𝟑

+
𝒗
𝟑

     ,      𝒚 =  𝒙 − 𝒖 =  
𝒖 + 𝒗
𝟑

− 𝒖  =>   𝒚 =
𝒗
𝟑
−
𝟐𝒖
𝟑

 

𝑱(𝒖,𝒗) = �
𝝏𝒙
𝝏𝒖

𝝏𝒙
𝝏𝒗

𝝏𝒚
𝝏𝒖

𝝏𝒚
𝝏𝒗

� =
𝝏𝒙
𝝏𝒖 ∙

𝝏𝒚
𝝏𝒗 −

𝝏𝒚
𝝏𝒖 ∙

𝝏𝒙
𝝏𝒗       =>       𝝏(𝒙,𝒚) 𝝏(𝒖,𝒗)⁄ = 𝑱(𝒖,𝒗) =  

𝟏
𝟑 ∙

𝟏
𝟑 +

𝟐
𝟑 ∙

𝟏
𝟑  =  

𝟏
𝟑 

𝒗 מתקבלת מההתמרה המצא את הדמות  .ב = 𝟐𝒙 + 𝒚    ,𝒖 = 𝒙 − 𝒚  ר שא ,של  התחום המשולש

 . 𝒖𝒗סרטט את התחום המותמר במישור .  𝒙𝒚במישור  (𝟐−,𝟏) -ו  (𝟏,𝟏),   (𝟎,𝟎) הם קודקודיו

 : פיתרון

 . 𝒖𝒗במישור  (𝟑,𝟎) -ו  (𝟎,𝟑),  (𝟎,𝟎)קודקודיו הם שז ושווה שוקיים "יהדמות המתקבלת היא משולש 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒗 

𝒖 (𝟎,𝟎) 

(𝟎,𝟑) 

(𝟑,𝟎) 

(𝟎,𝟎) 

(𝟏,𝟏) 

(𝟏,−𝟐) 

𝒚 

𝒙 

𝒙 = 𝒚 

𝒖 = 𝟎 𝒙 = 𝟏 𝒗 = 𝟑 − 𝒖 

𝒚 = −𝟐𝒙 

𝒗 = 𝟎 



2.  

∬השתמש בהתמרה של התרגיל הקודם כדי לחשב את האינטגרל  (𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐)𝑹 𝒅𝒙𝒅𝒚  באזור שברביע

𝒚  :י הישרים"הראשון אשר תחום ע = −𝟐𝒙 + 𝟒     ,       𝒚 = −𝟐𝒙 + 𝟕       ,        𝒚 = 𝒙 − 𝟐        ,      𝒚 = 𝒙 + 𝟏 

                                         

�
𝒖 = 𝒙 − 𝒚 
𝒗 = 𝟐𝒙 + 𝒚

 �   =>   �(𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐)
𝑹

𝒅𝒙𝒅𝒚 =   �(𝟐𝒙 + 𝒚)(𝒙 − 𝒚)
𝑹

𝒅𝒙𝒅𝒚 

� 𝒇(𝒙.𝒚)
𝑹

𝒅𝒙𝒅𝒚 =  � 𝒇[𝒈(𝒖,𝒗) ,𝒉(𝒖,𝒗)]
𝑮

�𝑱(𝒖,𝒗)�𝒅𝒖𝒅𝒗 

�(𝟐𝒙 + 𝒚)(𝒙 − 𝒚)
𝑹

𝒅𝒙𝒅𝒚    =      � �(𝒗)(𝒖)
𝟐

−𝟏

𝟕

𝟒

�
𝟏
𝟑
�𝒅𝒖𝒅𝒗    =        

𝟏
𝟑

 ��𝒗
𝒖𝟐

𝟐
� �
𝟐
−𝟏

�
𝟕

𝟒

𝒅𝒗     = 

=   
𝟏
𝟔

 �𝒗(𝟐𝟐 − (−𝟏)𝟐)
𝟕

𝟒

𝒅𝒗    =      
𝟑
𝟔

 �𝒗𝒅𝒗
𝟕

𝟒

   =      
𝟏
𝟐

 �
𝒗𝟐

𝟐
� �
𝟕
𝟒
�      =      

𝟏
𝟒

 (𝟕𝟐 − 𝟒𝟐)     =     
𝟑𝟑
𝟒

   =   𝟖𝟏𝟒 

 ...פתרון האינטגרל ללא התמרה – בעמוד הבא

  

�
𝒖 = 𝒙 − 𝒚 
𝒗 = 𝟐𝒙 + 𝒚

� 

�
𝒙 =  𝒖𝟑 + 𝒗

𝟑 

𝒚 = 𝒗
𝟑 −

𝟐𝒖
𝟑

� 

𝑱(𝒖,𝒗)  =  
𝟏
𝟑 

 

 

𝒖 

𝒗 

(−𝟏,𝟒) (𝟐,𝟒) 

(−𝟏,𝟕) (𝟐,𝟕) 

𝒖 = −𝟏 𝒖 = 𝟐 

𝒗 = 𝟒 

𝒗 = 𝟕 

𝒚 = −𝟐𝒙 + 𝟒 

(𝟐,𝟎) 

(𝟏,𝟐) 

(𝟐,𝟑) 

(𝟑,𝟏) 

𝒙 

𝒚 

𝒚 = 𝒙 + 𝟏 

𝒚 = 𝒙 − 𝟐 

𝒚 = −𝟐𝒙 + 𝟕 



 

𝟏
𝟔
�{𝟏𝟐𝒙𝟐(𝒙 + 𝟏) − 𝟑𝒙(𝒙 + 𝟏)𝟐 − 𝟐(𝒙 + 𝟏)𝟑 − [𝟏𝟐𝒙𝟐(−𝟐𝒙 + 𝟒) − 𝟑𝒙(−𝟐𝒙 + 𝟒)𝟐 − 𝟐(−𝟐𝒙 + 𝟒)𝟑]}
𝟐

𝟏

𝒅𝒙 

𝟏
𝟔
�[𝟏𝟐𝒙𝟐(𝒙 + 𝟏) − 𝟑𝒙(𝒙 + 𝟏)𝟐 − 𝟐(𝒙 + 𝟏)𝟑 + 𝟏𝟐𝒙𝟐(𝟐𝒙 − 𝟒) + 𝟑𝒙(𝟐𝒙 − 𝟒)𝟐 − 𝟐(𝟐𝒙 − 𝟒)𝟑]
𝟐

𝟏

𝒅𝒙 

𝟏
𝟔
�{𝟏𝟐𝒙𝟐(𝒙 + 𝟏 + 𝟐𝒙 − 𝟒) − 𝟑𝒙[(𝒙 + 𝟏)𝟐 − (𝟐𝒙 − 𝟒)𝟐] − 𝟐[(𝒙 + 𝟏)𝟑 + (𝟐𝒙 − 𝟒)𝟑]}
𝟐

𝟏

𝒅𝒙 

𝟏
𝟔
�[𝟏𝟐𝒙𝟐(𝟑𝒙 − 𝟑) − 𝟑𝒙(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏 − 𝟒𝒙𝟐 + 𝟏𝟔𝒙 − 𝟏𝟔) − 𝟐(𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟏 + 𝟖𝒙𝟑 − 𝟒𝟖𝒙𝟐 + 𝟗𝟔𝒙 − 𝟔𝟒)]
𝟐

𝟏

𝒅𝒙 

𝟏
𝟔
�[𝟑𝟔𝒙𝟐(𝒙 − 𝟏) − 𝟑𝒙(−𝟑𝒙𝟐 + 𝟏𝟖𝒙 − 𝟏𝟓) − 𝟐(𝟗𝒙𝟑 − 𝟒𝟓𝒙𝟐 + 𝟗𝟗𝒙 − 𝟔𝟑)]
𝟐

𝟏

𝒅𝒙 

𝟏
𝟔
�(𝟑𝟔𝒙𝟑 − 𝟑𝟔𝒙𝟐 + 𝟗𝒙𝟑 − 𝟓𝟒𝒙𝟐 + 𝟒𝟓𝒙 − 𝟏𝟖𝒙𝟑 + 𝟗𝟎𝒙𝟐 − 𝟏𝟗𝟖𝒙 + 𝟏𝟐𝟔)
𝟐

𝟏

𝒅𝒙 

𝟏
𝟔
�(𝟐𝟕𝒙𝟑 − 𝟏𝟓𝟑𝒙 + 𝟏𝟐𝟔)
𝟐

𝟏

𝒅𝒙 =   
𝟏
𝟔
�
𝟐𝟕𝒙𝟒

𝟒
−
𝟏𝟓𝟑𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟏𝟐𝟔𝒙� �

𝟐
𝟏
�  =     −𝟑

𝟖 

�(𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐)
𝑹

𝒅𝒙𝒅𝒚 =  �(𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐)
𝑹

𝒅𝒚𝒅𝒙 

� � �𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐�
𝒙+𝟏

−𝟐𝒙+𝟒

𝟐

𝟏

𝒅𝒚𝒅𝒙  +  � � �𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐�
    −𝟐𝒙+𝟕 

𝒙−𝟐

𝟑

𝟐

𝒅𝒚𝒅𝒙 

� � (𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐)
𝒙+𝟏

−𝟐𝒙+𝟒

𝟐

𝟏

𝒅𝒚𝒅𝒙   =     � �𝟐𝒙𝟐𝒚 −
𝒙𝒚𝟐

𝟐
−
𝒚𝟑

𝟑
�

𝟐

𝟏

�
𝒙 + 𝟏

−𝟐𝒙 + 𝟒
� 𝒅𝒙 = 

=   
𝟏
𝟔
�[𝟏𝟐𝒙𝟐𝒚 − 𝟑𝒙𝒚𝟐 − 𝟐𝒚𝟑�
𝟐

𝟏

�
𝒙 + 𝟏

−𝟐𝒙 + 𝟒
� 𝒅𝒙   = 

 

(𝟐,𝟎) 

(𝟏,𝟐) 

(𝟐,𝟑) 

(𝟑,𝟏) 

𝒙 

𝒚 

𝒚 = 𝒙 + 𝟏 

𝒚 = 𝒙 − 𝟐 

𝒚 = −𝟐𝒙 + 𝟕 

𝒚 = −𝟐𝒙 + 𝟒 



� � (𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐)
    −𝟐𝒙+𝟕 

𝒙−𝟐

𝟑

𝟐

𝒅𝒚𝒅𝒙    =     ��𝟐𝒙𝟐𝒚 −
𝒙𝒚𝟐

𝟐
−
𝒚𝟑

𝟑
�

𝟑

𝟐

�
−𝟐𝒙 + 𝟕
𝒙 − 𝟐

� 𝒅𝒙  = 

=  
𝟏
𝟔
�[𝟏𝟐𝒙𝟐𝒚 − 𝟑𝒙𝒚𝟐 − 𝟐𝒚𝟑�
𝟑

𝟐

�
−𝟐𝒙 + 𝟕
𝒙 − 𝟐

� 𝒅𝒙   = 

𝟏
𝟔
�{𝟏𝟐𝒙𝟐(−𝟐𝒙 + 𝟕) − 𝟑𝒙(−𝟐𝒙+ 𝟕)𝟐 − 𝟐(−𝟐𝒙 + 𝟕)𝟑 − [𝟏𝟐𝒙𝟐(𝒙 − 𝟐) − 𝟑𝒙(𝒙 − 𝟐)𝟐 − 𝟐(𝒙 − 𝟐)𝟑]}
𝟑

𝟐

𝒅𝒙 

=
𝟏
𝟔
�[−𝟏𝟐𝒙𝟐(𝟐𝒙 − 𝟕) − 𝟑𝒙(𝟐𝒙 − 𝟕)𝟐 + 𝟐(𝟐𝒙 − 𝟕)𝟑 − 𝟏𝟐𝒙𝟐(𝒙 − 𝟐) + 𝟑𝒙(𝒙 − 𝟐)𝟐 + 𝟐(𝒙 − 𝟐)𝟑]
𝟑

𝟐

𝒅𝒙 = 

=  
𝟏
𝟔
�{−𝟏𝟐𝒙𝟐(𝟐𝒙 − 𝟕 + 𝒙 − 𝟐) − 𝟑𝒙[(𝟐𝒙 − 𝟕)𝟐 − (𝒙 − 𝟐)𝟐] + 𝟐[(𝟐𝒙 − 𝟕)𝟑 + (𝒙 − 𝟐)𝟑]}
𝟑

𝟐

𝒅𝒙 = 

𝟏
𝟔
�[−𝟏𝟐𝒙𝟐(𝟑𝒙 − 𝟗) − 𝟑𝒙(𝟒𝒙𝟐 − 𝟐𝟖𝒙 + 𝟒𝟗 − 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟒) + 𝟐(𝟖𝒙𝟑 − 𝟖𝟒𝒙𝟐 + 𝟐𝟗𝟒𝒙 − 𝟑𝟒𝟑 + 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙 − 𝟖)]
𝟑

𝟐

𝒅𝒙 

=  
𝟏
𝟔
�[−𝟑𝟔𝒙𝟐(𝒙 − 𝟑) − 𝟑𝒙(𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝟒𝒙 + 𝟒𝟓) + 𝟐(𝟗𝒙𝟑 − 𝟗𝟎𝒙𝟐 + 𝟑𝟎𝟔𝒙 − 𝟑𝟓𝟏)]
𝟑

𝟐

𝒅𝒙 = 

=  
𝟏
𝟔
�(−𝟑𝟔𝒙𝟑 + 𝟏𝟎𝟖𝒙𝟐 − 𝟗𝒙𝟑 + 𝟕𝟐𝒙𝟐 − 𝟏𝟑𝟓𝒙 + 𝟏𝟖𝒙𝟑 − 𝟏𝟖𝟎𝒙𝟐 + 𝟔𝟏𝟐𝒙 − 𝟕𝟎𝟐)
𝟑

𝟐

𝒅𝒙 = 

=  
𝟏
𝟔
�{−𝟐𝟕𝒙𝟑 + 𝟒𝟕𝟕𝒙 − 𝟕𝟎𝟐}
𝟑

𝟐

𝒅𝒙 =  −
𝟏
𝟔
�{𝟐𝟕𝒙𝟑 − 𝟒𝟕𝟕𝒙 + 𝟕𝟎𝟐}
𝟑

𝟐

𝒅𝒙 = 

= −
𝟏
𝟔
�
𝟐𝟕𝒙𝟒

𝟒
−
𝟒𝟕𝟕𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟕𝟎𝟐𝒙� �

𝟑
𝟐
�  = −

𝟏
𝟐𝟒

[𝟐𝟕𝒙𝟒 − 𝟗𝟓𝟒𝒙𝟐 + 𝟐𝟖𝟎𝟖𝒙� �
𝟑
𝟐
� 

=  −
𝟏
𝟐𝟒

[𝟐𝟎𝟐𝟓 − 𝟐𝟐𝟑𝟐]  =   𝟖𝟓𝟖      =>     −𝟑
𝟖 + 𝟖𝟓𝟖    =    𝟖𝟏𝟒   (𝒆𝒂𝒔𝒊𝒆𝒓 𝒘𝒊𝒕𝒉 𝑱𝒂𝒄𝒐𝒃𝒊𝒂𝒏) 


