
𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎  השתמש בפיתוח לטור חזקות כדי למצוא את
𝒍𝒏(𝟏+𝒂𝒙𝟐)
𝟏−𝒄𝒐𝒔 (𝒃𝒙)
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 : למרות שלא כך התבקשנו לעשות זאת, ראשית נגיע לתשובה באמצעות לופיטל: פיתרון

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒍𝒏(𝟏 + 𝒂𝒙𝟐)
𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 (𝒃𝒙)

   =    �
𝟎
𝟎
�    →   𝑳𝒐𝒑𝒊𝒕𝒂𝒍   =    𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝟐𝒂𝒙
𝟏 + 𝒂𝒙𝟐
𝒃𝒔𝒊𝒏 (𝒃𝒙)

  =    𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟐𝒂𝒙
𝒃(𝟏 + 𝒂𝒙𝟐)𝒔𝒊𝒏 (𝒃𝒙)

  = �
𝟎
𝟎
� → 

→    𝑳𝒐𝒑𝒊𝒕𝒂𝒍   =   
𝟐𝒂
𝒃
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟏
𝟐𝒂𝒙 ∙ 𝒔𝒊 𝒏(𝒃𝒙) + (𝟏 + 𝒂𝒙𝟐) ∙ 𝒃 ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙)   =   

𝟐𝒂
𝒃
∙
𝟏
𝒃

  =    
𝟐𝒂
𝒃𝟐

 

 :כעת באמצעות פיתוח לטור חזקות

�
𝒇(𝒌)(𝟎)
𝒌!

∞

𝒌=𝟎
∙ 𝒙𝒌  =  𝒇(𝟎) + 𝒇′(𝟎) ∙ 𝒙 +

𝒇′′(𝟎)
𝟐!

∙ 𝒙𝟐 + ⋯+
𝒇(𝒏)(𝟎)
𝒏!

∙ 𝒙𝒏 + ⋯ 

 

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒏(𝟏 + 𝒂𝒙𝟐)  ≈  �
𝒇(𝒌)(𝟎)
𝒌!

𝟐

𝒌=𝟎
∙ 𝒙𝒌  =   𝒇(𝟎) + 𝒇′(𝟎) ∙ 𝒙 +

𝒇′′(𝟎)
𝟐!

∙ 𝒙𝟐 

𝒇(𝟎) = 𝒍𝒏(𝟏) = 𝟎         ,        𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒂
𝒙

𝟏 + 𝒂𝒙𝟐
   =>    𝒇′(𝟎) = 𝟎 

𝒇′′(𝒙)  =  𝟐𝒂
𝟏 + 𝒂𝒙𝟐 − 𝟐𝒂𝒙𝟐

(𝟏 + 𝒂𝒙𝟐)𝟐  =  𝟐𝒂
𝟏 − 𝒂𝒙𝟐

(𝟏 + 𝒂𝒙𝟐)𝟐    =>     𝒇′′(𝟎) = 𝟐𝒂 

𝒍𝒏(𝟏 + 𝒂𝒙𝟐) ≈�
𝒇(𝒌)(𝟎)
𝒌!

𝟐

𝒌=𝟎
∙ 𝒙𝒌   =    𝟎 +  𝟎 ∙ 𝒙 + 

𝟐𝒂
𝟐!

∙ 𝒙𝟐   =    𝒂𝒙𝟐 

𝒙גילינו שבקרבת   = 𝒇(𝒙) הפונקציה,  𝟎 = 𝒂𝒙𝟐   מתנהגת בקירוב כמו הפונקציה 𝒇(𝒙) = 𝒍𝒏(𝟏 + 𝒂𝒙𝟐) . 

 

𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙)  ≈  �
𝒇(𝒌)(𝟎)
𝒌!

𝟐

𝒌=𝟎
∙ 𝒙𝒌  =  𝒇(𝟎) + 𝒇′(𝟎) ∙ 𝒙 +

𝒇′′(𝟎)
𝟐!

∙ 𝒙𝟐 

𝒇(𝟎) = 𝒄𝒐𝒔(𝟎) = 𝟏       ,       𝒇′(𝒙) = −𝒃𝒔𝒊𝒏(𝒃𝒙)    =>    𝒇′(𝟎) = 𝟎 

𝒇′′(𝒙)  = −𝒃𝟐𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙)    =>    𝒇′′(𝟎) = −𝒃𝟐 

𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙) ≈�
𝒇(𝒌)(𝟎)
𝒌!

𝟐

𝒌=𝟎
∙ 𝒙𝒌   =   𝟏 +  𝟎 ∙ 𝒙 +

−𝒃𝟐

𝟐!
∙ 𝒙𝟐   =    𝟏 −

𝒃𝟐

𝟐
∙ 𝒙𝟐 

𝒙גילינו שבקרבת   = 𝒇(𝒙)  הפונקציה,  𝟎 = 𝟏 − 𝒃𝟐

𝟐
𝒙𝟐  מתנהגת בקירוב כמו הפונקציה  𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙) . 

 : לסיכום

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒍𝒏(𝟏 + 𝒂𝒙𝟐)
𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 (𝒃𝒙)     =     𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝒂𝒙𝟐

𝟏 − �𝟏 − 𝒃𝟐
𝟐 𝒙𝟐�

    =      𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

�
𝒂𝒙𝟐

𝒃𝟐
𝟐 𝒙𝟐

�     =      
𝟐𝒂
𝒃𝟐  


