
  בעיית קיצון עם תשובה משתנה –שימושי הנגזרת  .1

 .הגופים המעורבים של ותפרופורציהתשובה תלויה ב, ו בבעיה זוכמ, לעיתים

וגובהו  Rשרדיוסו , בתוך חרוט נתון חסום, hוגובהו  rשרדיוסו , נניח כי גליל

H )מצא את הערך של . )ראה ציורr , במונחים שלR  ושלH ,כדי  הדרוש

 . של הגליל למקסם את שטח הפנים

2𝑅האם   -קריטריון תשובתך תהיה תלויה ב < 𝐻  או  𝐻 ≤ 2𝑅. 

 :פתרון

 

 

𝑺(𝒓) = 𝟐𝝅𝒓𝟐 + 𝟐𝝅𝒓𝑯�𝟏 −
𝒓
𝑹
�  =  𝟐𝝅𝒓𝟐 + 𝟐𝝅𝑯𝒓 −

𝟐𝝅𝑯
𝑹

𝒓𝟐 =  𝟐𝝅 ��
𝑹 − 𝑯
𝑹

� 𝒓𝟐 + 𝑯𝒓�  →  𝒎𝒂𝒙 

𝑹א צריך להתקיים "ז, מקומי מקסימוםבה כדי שיתקבל " לבכות"עליה , פונקציה פרבולית 𝑺(𝒓)קיבלנו  < 𝑯. 

 :)מרבי 𝑺(𝒓)( "בוכה"ה בו מתקבל קודקוד הפרבולהר שארדיוס הגליל , 𝒓𝐊נמצא את 

 

 

 

𝑹 ≤ 𝒓𝑲   =>    𝑹 ≤
𝑯𝑹

𝟐(𝑯− 𝑹)    =>    𝑯 ≤ 𝟐𝑹        ,         𝒓𝑲 < 𝑹    =>     
𝑯𝑹

𝟐(𝑯− 𝑹) < 𝑹    =>     𝟐𝑹 < 𝑯 

 

𝑹 כאשר :סיכומון < 𝑯 ≤ 𝟐𝑹 תהא 𝑺(𝒓) כאשר  תמרבי𝒓 → 𝑹− )הערך המרבי ש- 𝒓 שטח פני הגליל  !יכול לקבל

𝟐𝑹כאשר  ).0 -שואף ל וגובהשכן , פעמיים שטח בסיסולאז  שווה < 𝑯  תהא𝑺(𝒓)  מרבית כאשר𝒓 = 𝑯𝑹
𝟐(𝑯−𝑹)

 . 

 

𝑹עד כה דנו במקרים אשר כפופים לאילוץ  < 𝑯  ) בוכה"פרבולה(". 

𝑯כאשר  = 𝑹 , 𝑺(𝒓) וכאשר  ,עולה א ישרהי𝑯 < 𝑹  𝑺(𝒓)  ראה בעמוד הבא(" מחייכת"כבר פרבולה היא.( 

 

𝑯− 𝒉
𝒓

=
𝑯
𝑹

     =>     𝑯− 𝒉 =
𝑯𝒓
𝑹

   =>     𝒉 = 𝑯�𝟏 −
𝒓
𝑹�

 

𝑺(𝒓,𝒉) =  𝟐𝝅𝒓𝟐 + 𝟐𝝅𝒓𝒉 

𝒓𝑲 =
−𝒃
𝟐𝒂   =   −𝑯 ∙

𝑹
𝟐(𝑹 −𝑯)   =    

𝑯𝑹
𝟐(𝑯−𝑹) 

𝒓 

𝑺(𝒓) 

𝑺(𝒓) =  𝟐𝝅 ��
𝑹 −𝑯
𝑹 �𝒓𝟐 + 𝑯𝒓� 

(𝒓𝑲, 𝑺𝒎𝒂𝒙) 

 

 

 

 

 

 

𝑹 < 𝑯 ≤ 𝟐𝑹 )נמוך ורחב(. 

 גדל, דיוס הגלילרככל שגדל 

 .ם שלופניהשטח  גם

𝟐𝑹 < 𝑯 )גבוה וצר.( 

𝒓 = 𝑯𝑹
𝟐(𝑯−𝑹)

שטח ל מביא 

 .הגלילשל  מרביפנים 

(𝑹,𝑺𝒎𝒂𝒙) 

𝑹 

�𝑹,𝑺(𝑹)� 

𝑹 

 .ואפילו לא להשתוות לו, 𝑹לעולם לא יוכל לעלות על  𝒓, זכור

𝑹עבור  < 𝑯 ≤ 𝟐𝑹 מתקבל 𝑹 ≤ 𝒓𝑲 < ולפיכך לא יכול להתקיים  ∞

𝒓𝑲 < 𝒓 .  בחצייה השמאלי של הפרבולהזה מתואר מצב. 

𝟐𝑹עבור  < 𝑯 מתקבל 𝒓𝑲 < 𝑹  ולפיכך יכול להתקיים𝒓𝑲 < 𝒓 .  

 .י של הפרבולהימנמצב זה מתואר בחצייה ה



𝑯כאשר  = 𝑹 , 𝑺(𝒓) היא ישר עולה: 

 

𝑺(𝒓) =  𝟐𝝅 ��
𝑹 − 𝑯
𝑹

� 𝒓𝟐 + 𝑯𝒓�   =   𝟐𝝅[𝑯𝒓]   =   𝟐𝝅[𝑹𝒓]      =>       𝑺𝒎𝒂𝒙 = 𝑺(𝒓→𝑹−) =  𝟐𝝅𝑹𝟐 

 

 

𝑯כאשר  < 𝑹  ,𝑺(𝒓)  עם" מחייכת"היא פרבולה  𝒓𝑲 < 𝟎 : 

 

 
 

 

𝑺(𝒓) =  𝟐𝝅 ��
𝑹 − 𝑯
𝑹

�𝒓𝟐 + 𝑯𝒓�        =>       𝑺𝒎𝒂𝒙 = 𝑺(𝒓→𝑹−) =  𝟐𝝅 ��
𝑹− − 𝑯
𝑹−

� (𝑹−)𝟐 + 𝑯𝑹−�    =  𝟐𝝅𝑹𝟐  

 

𝟎) 1: הבעיה נחלקת לשני מקרים :סופי סיכום < 𝑯 ≤ 𝟐𝑹  שבו תהא𝑺(𝒓)  מרבית כאשר𝒓 → 𝑹− ) הערך המרבי

𝟐𝑹)  2  ).יכול לקבל 𝒓 -ש < 𝑯  שבו תהא𝑺(𝒓)  מרבית כאשר𝒓 = 𝑯𝑹
𝟐(𝑯−𝑹)

 . 

𝒓 
𝑹 

𝑺(𝒓) 

𝑺(𝒓) =  𝟐𝝅 ��
𝑹 − 𝑯
𝑹

�𝒓𝟐 + 𝑯𝒓� 

(𝑹, 𝑺𝒎𝒂𝒙) 

𝒓 

(𝑹, 𝑺𝒎𝒂𝒙) 

𝑹 

𝑺(𝒓) = 𝟐𝝅𝑹𝒓 

(𝒓𝑲, 𝑺𝒎𝒊𝒏) 

 תיאורטימינימום 

 ימינימום מעש

𝑺(𝒓) 
𝑯 = 𝑹  )גוץ(. 

ככל שגדל רדיוס 

שטח גם גדל , הגליל

.הפנים שלו

 

𝑯 < 𝑹  )גוץ ממש(. 

גם גדל , ככל שגדל רדיוס הגליל

 .הפנים שלושטח 

 

𝟎רדיוס הגליל יכול לקבל את הערכים  < 𝒓 ≤ 𝑹. 

על רדיוסו לשאוף , כדי ששטח פני הגליל יהא מרבי

𝒓: לערך המרבי האפשרי → 𝑹− . 

רדיוס הגליל יכול לקבל את 

𝟎הערכים  < 𝒓 ≤ 𝑹. 

כדי ששטח פני הגליל יהא 

על רדיוסו לשאוף לערך , מרבי

𝒓: המרבי האפשרי → 𝑹− . 



 חקירת פונקציות תוך שימוש במשפט היסודי וביטוי לייבניץ ניוטון  .2

לה נגזרות רציפות  אשר  f(x)הציור מתאר את הפונקציה  

הקווים המרוסקים מתארים משיקים . עד סדר שלישי

 ). 5,1( -ו) 1,1(לפונקציה בנקודות 

אחד האם כל , אם ניתן, הסבר, על הציורבהתבסס 

 .שלילי או אפס, מהאינטגרלים הבאים הוא חיובי

∫ .א 𝑓(𝑥)𝑑𝑥5
 )'נקו 5( 1

∫ .ב 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥5
 )'נקו 5( 1

∫ .ג 𝑓′′(𝑥)𝑑𝑥5
 )'נקו 7( 1

∫ .ד 𝑓′′′(𝑥)𝑑𝑥5
 ) 'נקו 8( 1

 :פתרון

 .האינטגרציהחיובית בתחום  𝒇(𝒙)כי , חיובי .א

𝒇(𝟓)כי , אפס .ב − 𝒇(𝟏) = 𝟏 − 𝟏 =  ).לייבניץ-ניוטון(  𝟎

𝒇(𝟓)כי , חיובי .ג
′ − 𝒇(𝟏)

′ = 𝟎 − (−𝟏) >  .)לייבניץ-ניוטון(  𝟎

𝒇(𝟓)כי , חיובי .ד
′′ − 𝒇(𝟏)

′′ = (+) − 𝟎 >  ).לייבניץ-ניוטון(  𝟎

𝟎 < 𝒇(𝟓)
𝒇(𝟏), קעורה 𝒇(𝒙=𝟓) כי  ′′

′′ =  .פיתול 𝒇(𝒙=𝟏)כי   𝟎

 

 

 

 

 .אין הכרח לציירם כדי לענות על סעיפי השאלה, את האחרים הוספתי להבהרה, נתון הכחולשים לב כי רק הציור 

(𝟏,−𝟏) 

(𝟓,𝟎) 

𝒇(𝐱) 

𝒇(𝒙)
′  

𝒇(𝒙)
′′  

𝒇(𝒙)
′′′  

𝒎 = −𝟏 

(𝟏,𝟎) 

(𝟓, +) 



 .סכום רימן, ת היפרבוליותיועל זהו, המשפט היסודי .3

𝑓(𝑥)היא האנטי נגזרת של   F(x)הנח כי  .א = √1 + 𝑥4  . 

∫בטא את   √1 + 𝑥4𝑑𝑥1
 )'נקו 5(  בקצרההסבר . מבלי לחשב את האינטגרל Fבמונחים של   0

𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑥הוכח כי  .ב + 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦   )5 נקו'( 

∞→lim𝑛הטענה   האם  .ג ∑ sin �2𝑖
𝑛
� ∙ 2

𝑛
= ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥2

0
𝑛
𝑖=1  נקו 15(הסבר  ?נכונה או שגויה'( 

 :לייבניץ-נוסחת ניוטון -' פתרון א

𝑭(𝒙) = �𝒇(𝒙)𝒅𝒙  =  ��𝟏 + 𝒙𝟒𝒅𝒙          =>             ��𝟏 + 𝒙𝟒𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= 𝑭(𝒙) �
𝟏
𝟎
� =  𝑭(𝟏) − 𝑭(𝟎) 

 

 

𝒔𝒊𝒏𝒉(𝒙   הוכח כי  -' פתרון ב + 𝒚) = 𝒔𝒊𝒏𝒉𝒙𝒄𝒐𝒔𝒉𝒚 + 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒙𝒔𝒊𝒏𝒉𝒚 

𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒙 =
𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙

𝟐
          ,           𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒙 =

𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙

𝟐
 

𝑳.𝑯.𝑺:    𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒙 + 𝒚) =
𝒆𝒙+𝒚 − 𝒆−(𝒙+𝒚)

𝟐
 

𝑹.𝑯. 𝑺:    𝒔𝒊𝒏𝒉𝒙𝒄𝒐𝒔𝒉𝒚 + 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒙𝒔𝒊𝒏𝒉𝒚  =   
𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙

𝟐
∙
𝒆𝒚 + 𝒆−𝒚

𝟐
+  
𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙

𝟐
∙
𝒆𝒚 − 𝒆−𝒚

𝟐
 = 

=   
𝒆𝒙+𝒚 + 𝒆𝒙−𝒚 − 𝒆𝒚−𝒙 − 𝒆−(𝒙+𝒚)

𝟒
+  
𝒆𝒙+𝒚 − 𝒆𝒙−𝒚 + 𝒆𝒚−𝒙 − 𝒆−(𝒙+𝒚)

𝟒
 =

𝒆𝒙+𝒚 − 𝒆−(𝒙+𝒚)

𝟐
 

 

 

∑∞→𝒍𝒊𝒎𝒏  הטענהנכונה האם  -' פתרון ג 𝒔𝒊𝒏 �𝟐𝒊
𝒏
� ∙ 𝟐

𝒏
= ∫ 𝒔𝒊𝒏𝒙𝒅𝒙𝟐

𝟎
𝒏
𝒊=𝟏  ? 

𝒇כי הפעלת הגבול מצופפת אינסוף מלבנים תחת גרף הפונקציה , נכונה, כן = 𝒔𝒊𝒏 𝒙   תוך שרוחבו , [𝟎,𝟐]בתחום

𝒙∆:  של כל מלבן שואף לאפס → 𝟎  =>    ∆𝒙 = 𝒅𝒙  . 

𝑳.𝑯.𝑺:   �𝒔𝒊𝒏 �
𝟐𝒊
𝒏
� ∙
𝟐
𝒏

𝒏

𝒊=𝟏

     =      �𝒔𝒊𝒏(𝒊 ∙ ∆𝒙) ∙ ∆𝒙
𝒏

𝒊=𝟏

    =     �𝒔𝒊𝒏(𝒙𝒊) ∙ ∆𝒙
𝒏

𝒊=𝟏

 

𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

�𝒔𝒊𝒏�
𝟐𝒊
𝒏
� ∙
𝟐
𝒏

𝒏

𝒊=𝟏

   =    𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

�𝒔𝒊𝒏(𝒙𝒊) ∙ ∆𝒙
𝒏

𝒊=𝟏

    =      � 𝒔𝒊𝒏𝒙 ∙ 𝒅𝒙
𝟐

𝟎
   ←     𝑹.𝑯. 𝑺 



 י הצבה"אינטגרציה ע .4

∫חשב את   𝒔𝒊𝒏𝒏𝒙
𝒔𝒊𝒏𝒏𝒙+𝒄𝒐𝒔𝒏𝒙

𝝅/𝟐
𝟎 𝒅𝒙  הצב: באופן הבא 𝒙 = 𝝅

𝟐
− 𝒖  את התוצאה החדשה הוסף לישנהו . 

 .לתרום תרומה כה חשובה לאינטגרל כה שימושי מקורית יכולהתרגיל זה ממחיש כיצד הצבה 

 :פיתרון 

𝒙 =
𝝅
𝟐
− 𝒖   =>     �

𝒅𝒙 = −𝒅𝒖
𝒖 =

𝝅
𝟐
− 𝒙

�             =>          �
𝒙 = 𝟎    →     𝒖 =

𝝅
𝟐

𝒙 =
𝝅
𝟐

    →     𝒖 = 𝟎
� 

𝑰 =  �
𝒔𝒊𝒏𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒏𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎
      =       −�

𝒔𝒊𝒏𝒏 �𝝅𝟐 − 𝒖�

𝒔𝒊𝒏𝒏 �𝝅𝟐 − 𝒖� + 𝒄𝒐𝒔𝒏 �𝝅𝟐 − 𝒖�
𝒅𝒖

𝟎

𝝅
𝟐

    = 

=    �
𝒄𝒐𝒔𝒏𝒖

𝒄𝒐𝒔𝒏𝒖 + 𝒔𝒊𝒏𝒏𝒖
𝒅𝒖

𝝅
𝟐

𝟎
 

𝑰 =  �
𝒔𝒊𝒏𝒏𝒕

𝒔𝒊𝒏𝒏𝒕 + 𝒄𝒐𝒔𝒏𝒕
𝒅𝒕

𝝅
𝟐

𝟎
   =   �

𝒄𝒐𝒔𝒏𝒕
𝒄𝒐𝒔𝒏𝒕 + 𝒔𝒊𝒏𝒏𝒕

𝒅𝒕
𝝅
𝟐

𝟎
 

𝑰 + 𝑰  =   �
𝒔𝒊𝒏𝒏𝒕

𝒔𝒊𝒏𝒏𝒕 + 𝒄𝒐𝒔𝒏𝒕
𝒅𝒕

𝝅
𝟐

𝟎
  +   �

𝒄𝒐𝒔𝒏𝒕
𝒄𝒐𝒔𝒏𝒕 + 𝒔𝒊𝒏𝒏𝒕

𝒅𝒕
𝝅
𝟐

𝟎
 

𝟐𝑰  =  � �
𝒔𝒊𝒏𝒏𝒕

𝒔𝒊𝒏𝒏𝒕 + 𝒄𝒐𝒔𝒏𝒕
+

𝒄𝒐𝒔𝒏𝒕
𝒄𝒐𝒔𝒏𝒕 + 𝒔𝒊𝒏𝒏𝒕

� 𝒅𝒕
𝝅
𝟐

𝟎
  =   �

𝒔𝒊𝒏𝒏𝒕 + 𝒄𝒐𝒔𝒏𝒕
𝒔𝒊𝒏𝒏𝒕 + 𝒄𝒐𝒔𝒏𝒕

𝒅𝒕
𝝅
𝟐

𝟎
   =   � 𝒅𝒕

𝝅
𝟐

𝟎
 

𝑰  =   
𝟏
𝟐
� 𝒅𝒕
𝝅
𝟐

𝟎
   =     

𝟏
𝟐

[𝒕� �
𝝅
𝟐
𝟎
�      =      

𝟏
𝟐
�
𝝅
𝟐
− 𝟎�    =    

𝝅
𝟒
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𝒇(𝒙)  היא פונקציה עולה וחלקה לכל𝒙 ≥ 𝒇(𝟎)נתון כי . 𝟎 = 𝒂. 

𝑺(𝒙) את אורך העקומה של  תמתאר𝒇  בין הנקודות(𝟎,𝒂) ו- �𝒙,𝒇(𝒙)�  עבור𝒙 > 0 . 

𝑺(𝒙) אם 𝒇(𝒙) מצא את = 𝑪𝒙  )C מהם הערכים האפשריים של  ).קבוע כלשהוC? 

 :פיתרון

 

 

 

𝑮𝒊𝒗𝒆𝒏: 𝑺 = 𝑪𝒕      =>          ��𝟏 + �𝒇(𝒙)
′ �

𝟐
𝒅𝒙

𝒕

𝟎

  =   𝑪𝒕         => 

=>     
𝒅
𝒅𝒕
��𝟏 + �𝒇(𝒙)

′ �
𝟐
𝒅𝒙

𝒕

𝟎

 =  
𝒅
𝒅𝒕

[𝑪𝒕]        => 

=>   �𝟏 + �𝒇(𝒕)
′ �

𝟐
= 𝑪      =>      𝟏 + �

𝒅𝒇(𝒕)

𝒅𝒕
�
𝟐

=  𝑪𝟐       =>        
𝒅𝒇(𝒕)

𝒅𝒕
 =  �𝑪𝟐 − 𝟏      => 

=>       𝒅𝒇(𝒕) =  �𝑪𝟐 − 𝟏 ∙ 𝒅𝒕       =>         �𝒅𝒇(𝒕) =  ��𝑪𝟐 − 𝟏 ∙ 𝒅𝒕         => 

=>  𝒇(𝒕) =  �𝑪𝟐 − 𝟏 ∙ 𝒕 + 𝑲 

𝒇(𝟎) = 𝒂      =>       (𝑪𝟐 − 𝟏) ∙ 𝟎 + 𝑲 = 𝒂     =>       𝑲 = 𝒂 

𝒇(𝒕) =  �𝑪𝟐 − 𝟏 ∙ 𝒕 + 𝒂       =>          𝒇(𝒙) =  �𝑪𝟐 − 𝟏 ∙ 𝒙 + 𝒂         ,       𝑪 ≤ −𝟏  𝒐𝒓  𝟏 ≤ 𝑪 

𝑪האפשרות ≤  .גם הוא חיובי 𝐂לכן , חיובי 𝒙של גרף כאשר  אורך קטעהוא  𝑪𝒙 -שנאמר  כי נשללת  𝟏−

𝑪 ואם כך, היא פונקציה עולה 𝒇(𝒙)כי  נאמר גם ≠ 𝟏עם בסוף נותרנו ל .תהא אופקית אחרת ,𝟏 < 𝑪. 

(𝟎,𝒂) 

𝒚 

𝒙 

�𝒕,𝒇(𝒕)� 𝒇(𝒙) 
𝑺 = ��𝟏 + �𝒚(𝒙)

′ �
𝟐
𝒅𝒙

𝒃

𝒂

     =>       𝑺 = ��𝟏 + �𝒇(𝒙)
′ �

𝟐
𝒅𝒙

𝒕

𝟎

 𝒔 


