
 פונקצית גאמה

מ להרחיב את פונקצית העצרת מערכים שלמים לא "ע, עושה שימוש באינטגרל 𝜞(𝒙)פונקצית גאמה של אוילר 
 :הנוסחה היא .שליליים לערכים ממשיים אחרים

𝜞(𝒙) = � 𝒕𝒙−𝟏𝒆−𝒕𝒅𝒕
∞

𝟎

    ,    𝟎 < 𝒙 

 . ∞ -ל  0 -מ   𝒕לפי    𝒕𝒙−𝟏𝒆−𝒕הוא האינטגרל של   𝜞(𝒙)המספר , חיובי 𝒙לכל 
 .בקרבת הראשית 𝜞בתמונה מוצג הגרף של  

 

𝜞(𝒏+𝟏)  ,הוא שלם לא שלילי 𝒏אם ) :  640 'עמ( מהספרתרגיל  = 𝒏! 

𝜞(𝟏)  -הראה ש .א = 𝟏 

𝜞(𝒙) = � 𝒕𝒙−𝟏𝒆−𝒕𝒅𝒕
∞

𝟎

    ,    𝟎 < 𝒙   => 

=>    𝜞(𝟏)   =   � 𝒕𝟏−𝟏𝒆−𝒕𝒅𝒕
∞

𝟎

   =   � 𝒆−𝒕𝒅𝒕
∞

𝟎

   =   𝒍𝒊𝒎
𝒃→∞

�𝒆−𝒕𝒅𝒕
𝒃

𝟎

   =    − 𝒍𝒊𝒎
𝒃→∞

𝒆−𝒕 �
𝒃
𝟎
�    = 

=   − 𝒍𝒊𝒎
𝒃→∞

�𝒆−𝒃 − 𝟏�    =    −(𝟎 − 𝟏)    =    𝟏 

  

𝜞(𝒏+𝟏) = 𝒏! 

𝜞(𝒙) =
𝜞(𝒙+𝟏)

𝒙  

 . 𝒙  היא פונקציה רציפה של 𝜞(𝒙)פונקצית גאמה של אוילר 

𝒏עבור כל שלם חיובי   +  . !𝒏ערכה של הפונקציה הוא  ,  𝟏

𝟎תקפה רק עבור  𝜞נוסחת האינטגרל אשר מגדירה את   < 𝑥  , אך

 י הנוסחה "ע 𝒙של  לא שלמיםניתן להרחיבה לערכים שליליים 

 

 בתרגיל הבא נפתח נוסחה זו



𝜞(𝒙+𝟏)  -כדי להראות ש )אינטגרציה בחלקים( 𝜞(𝒙+𝟏)אינטגרל של ה פתור אתכעת  .ב = 𝒙𝜞(𝒙) 

𝜞(𝒙) = � 𝒕𝒙−𝟏𝒆−𝒕𝒅𝒕
∞

𝟎

  ,    𝟎 < 𝒙       => 

𝜞(𝒙+𝟏) = � 𝒕𝒙𝒆−𝒕𝒅𝒕
∞

𝟎

      →         �
𝒖(𝒕) = 𝒕𝒙   =>    𝒅𝒖 = 𝒙 ∙ 𝒕𝒙−𝟏𝒅𝒕
𝒅𝒗(𝒕) = 𝒆−𝒕𝒅𝒕  =>    𝒗(𝒕) = −𝒆−𝒕

� 

�𝒖 ∙ 𝒅𝒗     =     𝒖 ∙ 𝒗 − �𝒗 ∙ 𝒅𝒖 

�𝒕𝒙 ∙ 𝒆−𝒕𝒅𝒕    =     −𝒕𝒙 ∙ 𝒆−𝒕 + �𝒆−𝒕 ∙ 𝒙 ∙ 𝒕𝒙−𝟏𝒅𝒕      =      −𝒕𝒙 ∙ 𝒆−𝒕 +  𝒙�𝒆−𝒕 ∙ 𝒕𝒙−𝟏𝒅𝒕 

𝜞(𝒙+𝟏) = � 𝒕𝒙𝒆−𝒕𝒅𝒕
∞

𝟎

   =    𝒍𝒊𝒎
𝒃→∞

�𝒕𝒙𝒆−𝒕𝒅𝒕
𝒃

𝟎

  =    𝒍𝒊𝒎
𝒃→∞

�−𝒕𝒙 ∙ 𝒆−𝒕 �
𝒃
𝟎
�  +  𝒙�𝒆−𝒕 ∙ 𝒕𝒙−𝟏𝒅𝒕

𝒃

𝟎

�     = 

  =      𝒍𝒊𝒎
𝒃→∞

�−𝒃𝒙 ∙ 𝒆−𝒃 − 𝟎 +  𝒙�𝒆−𝒕 ∙ 𝒕𝒙−𝟏𝒅𝒕
𝒃

𝟎

�     =   𝟎 − 𝟎 +  𝒙�𝒆−𝒕 ∙ 𝒕𝒙−𝟏𝒅𝒕
𝒃

𝟎

   =   𝒙𝜞(𝒙) 

𝜞(𝒙+𝟏) -הראנו ש = 𝒙𝜞(𝒙)  ,ומשתמע מכך ש- 

𝜞(𝟐) = 𝟏𝜞(𝟏) = 𝟏 ∙ (𝟏) 

𝜞(𝟑) = 𝟐𝜞(𝟐) = 𝟐 ∙ (𝟏) 

𝜞(𝟒) = 𝟑𝜞(𝟑) = 𝟑 ∙ (𝟐 ∙ 𝟏)       

𝜞(𝟓) = 𝟒𝜞(𝟒) = 𝟒 ∙ (𝟑 ∙ 𝟐 ∙ 𝟏)            

𝜞(𝟔) = 𝟓𝜞(𝟓) = 𝟓 ∙ (𝟒 ∙ 𝟑 ∙ 𝟐 ∙ 𝟏)                  

. 

. 

. 

𝜞(𝒏) = (𝒏− 𝟏)𝜞(𝒏−𝟏) = (𝒏 − 𝟏)!                      

𝜞(𝒏+𝟏) = 𝒏𝜞(𝒏) = 𝒏(𝒏 − 𝟏)! = 𝒏!                      

  



 נוסחת סטירלינג

∞→𝒍𝒊𝒎𝒙    -הראה ש) 1692-1770(יימס סטירלינג 'המתמטיקאי הסקוטי ג �
𝒆
𝒙
�
𝒙
∙ � 𝒙

𝟐𝝅
∙ 𝜞(𝒙) = 𝟏 . 

𝜞(𝒙)  מתקיים 𝐱מכך נובע שעבור ערכים גדולים מאוד של   = �𝒙
𝒆
�
𝒙
∙ �𝟐𝝅

𝒙
∙ (𝟏 + 𝝐)   ,  𝛜 → 𝒙  כאשר  𝟎 → ∞  

𝜞(𝒙)  את הקירוב ונקבל 𝛜נזניח את  ≈ �𝒙
𝒆
�
𝒙
∙ �𝟐𝝅

𝒙
 .)נוסחת סטירלינג(  

 !𝒏  -קירוב סטירלינג ל) : 640' עמ(תרגיל מהספר 

 . א

𝒏𝜞(𝒏)  -ובעובדה שהשתמש בנוסחת סטירלינג  = 𝒏! כדי להראות ש-   𝐧! ≈ �𝐧
𝐞
�
𝐧
∙ √𝟐𝐧𝛑 )קירוב סטירלינג( 

 :פיתרון 

𝒏𝜞(𝒏)  ≈  𝒏�
𝒏
𝒆�

𝒏
∙ �
𝟐𝝅
𝒏             =>              𝒏!   ≈   𝒏�

𝒏
𝒆�

𝒏
∙ �
𝟐𝝅
𝒏    =     �

𝒏
𝒆�

𝒏
∙ √𝟐𝒏𝝅 

𝒏!𝒏√:  קירוב סטירלינג מוביל לקירוב חשוב אחר  ≈ 𝒏
𝒆

 

  .ב
𝒏עבור   ,לבין אלה המתקבלות מקירוב סטירלינג !𝒏 -להשווה בין תוצאות המחשבון  = 𝟏𝟎,𝟐𝟎,𝟑𝟎, …, . 

  .ג
 של הנוסחה ליטוש

𝜞(𝒙) = �
𝒙
𝒆�

𝒙
∙ �
𝟐𝝅
𝒙 ∙ (𝟏 + 𝝐) 

 מניב

𝜞(𝒙) = �
𝒙
𝒆�

𝒙
∙ �
𝟐𝝅
𝒙 ∙ 𝒆𝟏 𝟏𝟐𝒙⁄ ∙ (𝟏 + 𝝐) 

 
 או

𝜞(𝒙) ≈ �
𝒙
𝒆�

𝒙
∙ �
𝟐𝝅
𝒙 ∙ 𝒆𝟏 𝟏𝟐𝒙⁄  

 -שר אומר לנו שא

  𝒏!  ≈  �𝒏
𝒆
�
𝒏
∙ √𝟐𝒏𝝅 ∙ 𝒆𝟏 𝟏𝟐𝒏⁄  


