
  חקירת פונקציות .1

 . x-היא מכפלה של שתי פונקציות גזירות אשר תלויות ב h=f .gנניח כי 

יש  h-האם גם ל, aמשנות סימן בנקודה  'g -ו 'f וכמו כן , x=a -חיוביות ובעלות מקסימום מקומי בְּ  g-ו fאם  . א

 'נקו a?  12מקסימום מקומי בנקודה 

 'נקו a  ?13יש פיתול בנקודה  h-האם גם ל, aיש פיתול בנקודה  gושל  f  אם בגרפים של. ב

 .אם התשובה חיובית עליך להוכיח זאת ואם שלילית עליך להביא דוגמא נגדית, בשני הסעיפים

𝒙 -בעלות מקסימום מקומי ב  𝒈(𝒙) -ו 𝒇(𝒙)   :'א פיתרון = 𝒂 ,האם גם ל- 𝒉(𝒙) יש מקסימום מקומי ב-  𝒙 = 𝒂? 

𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒙) ∙ 𝒈(𝒙)    =>     𝒉(𝒙)
′ = �𝒇(𝒙) ∙ 𝒈(𝒙)�

′ = 𝒇(𝒙)
′ ∙ 𝒈(𝒙) + 𝒇(𝒙) ∙ 𝒈(𝒙)

′  
𝒂 < 𝑥 𝒙 = 𝒂 𝒙 < 𝑎  

+ (given) + (given) + (given) 𝒇(𝒙) 

+ (given) + (given) + (given) 𝒈(𝒙) 
− (given) 𝟎 (given) + (given) 𝒇(𝒙)

′  
− (given) 𝟎 (given) + (given) 𝒈(𝒙)

′  
𝒏𝒆𝒈 ∙ 𝒑𝒐𝒔 + 𝒑𝒐𝒔 ∙ 𝒏𝒆𝒈 

− 
𝟎 ∙ 𝒑𝒐𝒔 + 𝒑𝒐𝒔 ∙ 𝟎 

𝟎 
𝒑𝒐𝒔 ∙ 𝒑𝒐𝒔 + 𝒑𝒐𝒔 ∙ 𝒑𝒐𝒔  

+ 
𝒉(𝒙)
′  

 
𝐟(𝐱) שלואת סימניהן ) נתון שחיוביים( 𝒈(𝒙) -ו 𝒇(𝒙)את סימניהן של  המכפלהבנוסחה לנגזרת  ציביםכי כאשר מ, כן

′     
𝒈(𝒙) -ו

′ 𝒙סביב   = 𝒂 )ות סימן בנתון שמשנ- 𝒙 = 𝒂  מתקבל ש, )מקומי מקסימוםומובן שמחיובי לשלילי בגין- 𝒉(𝒙)
′ 

𝒙 -מחליפה אף היא סימן ב = 𝒂 משמע ל, מחיובי לשלילי- 𝒉(𝒙) יש מקסימום מקומי ב- 𝒙 = 𝒂 . 

𝒙 -בעלות פיתול ב  𝒈(𝒙) -ו 𝒇(𝒙):   'ב פיתרון = 𝒂 ,האם גם ל- 𝒉(𝒙) יש פיתול ב-  𝒙 = 𝒂? 

𝒉(𝒙)
′′ =  �𝒇(𝒙)

′ ∙ 𝒈(𝒙) + 𝒇(𝒙) ∙ 𝒈(𝒙)
′ �′    =     �𝒇(𝒙)

′ ∙ 𝒈(𝒙)�
′ + �𝒇(𝒙) ∙ 𝒈(𝒙)

′ �′    = 

=     𝒇(𝒙)
′′ ∙ 𝒈(𝒙) + 𝒇(𝒙)

′ ∙ 𝒈(𝒙)
′ + 𝒇(𝒙)

′ ∙ 𝒈(𝒙)
′ + 𝒇(𝒙) ∙ 𝒈(𝒙)

′′  

 

𝒂 < 𝑥 𝒙 = 𝒂 𝒙 < 𝑎  
   𝒇(𝒙) 
   𝒈(𝒙) 

+/− could be 0 +/− 𝒇(𝒙)
′  

+/− 
−/+ 

could be 0 +/− 
−/+ 

𝒈(𝒙)
′  

−/+ 𝟎 (given) +/− 𝒇(𝒙)
′′  

−/+ 𝟎 (given) +/− 𝒈′(𝒙)
′  

+ 
−               

𝟎 possible 
𝟎 possible 

+ 
− 

𝒉(𝒙)
′′  

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙)
′′ = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒂
𝒈(𝒙)
′′ = 𝟎    =>      𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒂
𝒉(𝒙)
′′ = 𝟐𝒇(𝒙)

′ ∙ 𝒈(𝒙)
′  

𝒉(𝒙)
𝒙  -יכולה להתאפס ב ′′ = 𝒂   ולפיכך לא יתכן שם פיתול בגרף של , סימןאך לא להחליף𝒉(𝒙). 

 .דוגמה בעמוד הבא+ הרחבה 



𝒙 -בעולות שתיהן או יורדות שתיהן  𝒈(𝒙) -ו 𝒇(𝒙)אם , יתרה מכך = 𝒂 )אז )נקודת הפיתול שלהן 𝒉(𝒙)  מקבלת שם

 .מקבלת שם מקסימום מקומי 𝒉(𝒙) יה יורדת אזואם האחת עולה והשני, מינימום מקומי

𝒇(𝒙)  כדוגמה ניקח = 𝒔𝒊𝒏 𝒙  ו- 𝒈(𝒙) = 𝒕𝒂𝒏 𝒙 .    𝒉(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ∙ 𝒕𝒂𝒏 𝒙 בירוק מקווקוו : 

 

 

 

𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝒙 

𝒈(𝒙) = 𝒕𝒂𝒏𝒙 

𝒉(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒕𝒂𝒏𝒙 
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𝒇(𝒙) פונקציה ב c-ו b, aמצא את הערכים של  = 𝒙+𝒂
𝒃𝒙𝟐+𝒄𝒙+𝟐

 :שימוש בנתונים הבאיםתוך  

 .בלבד 1או  0 של ערכיםיכולים לקבל  c-ו b, a. א

 .(1,0-)עובר דרך הנקודה   f(x)הגרף של . ב

 .f(x)לגרף של  יאַסִימְפּטוֹטִ  y=1 הקו. ג

 .  הסבר את שיקוליך
 :פיתרון

 -ש לפי כללי אצבע של מהנדסים ניתן לדעת מיד

𝒂 = 𝒙יתאפס המונה כאשר על מנת ש 𝟏 = 𝒇(−𝟏)יתקיים כך ו 𝟏− =  .)'נתון בב כנדרש( 𝟎

𝒃 = 𝒚 תהיה אופקיתהאסימפטוטה הואת המונה נה המכ "נצחי" אחרת 𝟎 =  .)'ג דרישהתקיים תלא ( 𝟎

𝒄 = 𝒚האופקית תהיה  האסימפטוטה וכך 1תהיה " מנת המקדמים"ש כדי 𝟏 =  .)'נתון גב כנדרש( 𝟏

 :כעת פורמאלית

𝒇(−𝟏) = 𝟎     =>        
−𝟏 + 𝒂

𝒃(−𝟏)𝟐 + 𝒄(−𝟏) + 𝟐 = 𝟎     =>        −𝟏 + 𝒂 = 𝟎      =>        𝒂 = 𝟏 

∞→𝒍𝒊𝒎𝒙 מוכרח להתקיים' כדי שתתקיים דרישה ג 𝒇(𝒙) = 𝟏: 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒇(𝒙) =  𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒙 + 𝟏
𝒃𝒙𝟐 + 𝒄𝒙 + 𝟐  =  𝒍𝒊𝒎

𝒙→∞

𝟏
𝒙 + 𝟏

𝒙𝟐

𝒃 + 𝒄
𝒙 + 𝟐

𝒙𝟐
=  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏
𝒙 + 𝐥𝐢𝐦

𝒙→∞

𝟏
𝒙𝟐

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒃 + 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒄
𝒙 + 𝐥𝐢𝐦

𝒙→∞

𝟐
𝒙𝟐

=  
𝟎+

𝒃  = 𝟏 

𝒃רק אם  1זה התוצאה יכולה להיות  במצב → 𝒇(𝒙)אחרת , )מימין( 𝟎 → 𝒇(𝒙)יש לנו אם כך  .𝟎 = 𝒙+𝟏
𝒄𝒙+𝟐

 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒇(𝒙)  =   𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒙 + 𝟏
𝒄𝒙 + 𝟐   =   𝒍𝒊𝒎

𝒙→∞

𝟏 + 𝟏
𝒙

𝒄 + 𝟐
𝒙

  =    
𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝟏 + 𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝟏
𝒙

𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒄 + 𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝟐
𝒙

  =   
𝟏
𝒄   =   𝟏    =>      𝒄 = 𝟏 

 .הדברבעת מבחן יש לשאול את המרצה אם מותר . באופרטור הגזירההשתמשנו כאן למרות הכותרת לא ששימו לב 

 :כדי לצאת ידי חובה לופיטלבאמצעות כלל  נחשב את השורה האחרונה, אם אסור

𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒇(𝒙)  =   𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒙 + 𝟏
𝒄𝒙 + 𝟐   = (𝑳𝒐𝒑) =   𝒍𝒊𝒎

𝒙→∞

𝟏
𝒄    =   

𝟏
𝒄   =   𝟏    =>      𝒄 = 𝟏 

 

𝒇(𝒙) =
𝒙 + 𝟏
𝒙 + 𝟐 



 המשפט היסודי   .3

𝒇(𝒙):  נתון = ∫ 𝒖(𝒕)𝒅𝒕𝒙
𝒈(𝒙)  -ו  𝟎 = ∫ 𝒖(𝒕)𝒅𝒕𝒙

𝟑  . 

 נקודות u(x) .10של  נגזרת-אנטיהן 𝑔(𝑥)  -ו𝑓(𝑥) הראה כי . א

 נקודות u(t) .( 15כאינטגרל מסוים של  cבטא את (  f(x)=g(x)+c -כך ש cמצא את . ב

 

 :'תרון אפ

 : 𝒖(𝒙)ונראה שמתקבל  𝒇(𝒙)נגזור את 

𝒇(𝒙) = � 𝒖(𝒕)𝒅𝒕
𝒙

𝟎
   =>      

𝒅
𝒅𝒙𝒇(𝒙) =

𝒅
𝒅𝒙� 𝒖(𝒕)𝒅𝒕

𝒙

𝟎
=  𝒖(𝒙) 

 : 𝒖(𝒙)ונראה שמתקבל  𝒈(𝒙)נגזור את 

𝒈(𝒙) = � 𝒖(𝒕)𝒅𝒕
𝒙

𝟑
   =>      

𝒅
𝒅𝒙𝒈(𝒙) =

𝒅
𝒅𝒙� 𝒖(𝒕)𝒅𝒕

𝒙

𝟑
=  𝒖(𝒙) 

 :'תרון בפ

𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙) + 𝒄   =>       � 𝒖(𝒕)𝒅𝒕
𝒙

𝟎
= � 𝒖(𝒕)𝒅𝒕

𝒙

𝟑
+ 𝒄   => 

=>     � 𝒖(𝒕)𝒅𝒕
𝟑

𝟎
+ � 𝒖(𝒕)𝒅𝒕

𝒙

𝟑
  =  � 𝒖(𝒕)𝒅𝒕

𝒙

𝟑
+ 𝒄        =>            � 𝒖(𝒕)𝒅𝒕

𝟑

𝟎
= 𝒄 
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𝒚′(𝒙)  -כך שפונקציה   y(x) תהי = 𝒄𝒐𝒔𝒙
𝒙

𝒚(𝝅/𝟐), כמו כן.   = 𝒂  ו- 𝒚(𝟑𝝅/𝟐) = 𝒃 . 

∫מצא את  𝒚(𝒙)𝟑𝝅/𝟐
𝝅/𝟐 𝒅𝒙. 

 :פיתרון

�𝒚(𝒙)𝒅𝒙       =>        � 𝒖 = 𝒚(𝒙)        =>        𝒅𝒖 =
𝒄𝒐𝒔𝒙
𝒙

𝒅𝒙

𝒅𝒗 = 𝒅𝒙            =>        𝒗 = 𝒙                
� 

�𝒖 ∙ 𝒅𝒗     =     𝒖 ∙ 𝒗 − �𝒗 ∙ 𝒅𝒖 

�𝒚(𝒙)𝒅𝒙  =   𝒙 ∙ 𝒚(𝒙) − �𝒙 ∙
𝒄𝒐𝒔𝒙
𝒙

𝒅𝒙 

�𝒚(𝒙)𝒅𝒙  =   𝒙 ∙ 𝒚(𝒙) − 𝒔𝒊𝒏𝒙 

 

� 𝒚(𝒙)𝒅𝒙

𝟑𝝅/𝟐

𝝅/𝟐

   =    �𝒙 ∙ 𝒚(𝒙) − 𝒔𝒊𝒏 𝒙� �
𝟑𝝅/𝟐
𝝅/𝟐

�     =     
𝟑𝝅
𝟐
∙ 𝒚(𝟑𝝅/𝟐) − 𝒔𝒊𝒏

𝟑𝝅
𝟐
−  �

𝝅
𝟐
∙ 𝒚(𝝅/𝟐) − 𝒔𝒊𝒏

𝝅
𝟐
�  = 

   =     
𝟑𝝅
𝟐 ∙ 𝒚(𝟑𝝅/𝟐) − 𝒔𝒊𝒏

𝟑𝝅
𝟐 −  

𝝅
𝟐 ∙ 𝒚(𝝅/𝟐) + 𝒔𝒊𝒏

𝝅
𝟐     =      

𝝅
𝟐 �𝟑𝒚(𝟑𝝅/𝟐) − 𝒚(𝝅/𝟐)� + 𝟐 

 

𝒚(𝝅/𝟐)  נציב כעת את הנתונים = 𝒂  ו- 𝒚(𝟑𝝅/𝟐) = 𝒃: 

� 𝒚(𝒙)𝒅𝒙

𝟑𝝅/𝟐

𝝅/𝟐

   =     
𝝅
𝟐

(𝟑𝒃 − 𝒂) + 𝟐 
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𝒚מצא את נפח הגוף הנוצר על ידי סיבוב התחום הכלוא בין  = √𝒙 ,y=1 ו- x=4  סביב הישרy=1  

 ).'נקו 15(ובשיטת הקליפות הגליליות ) 'נקו 10(סקות יתוך שימוש בשיטת הד
 :בדיסקות פיתרון

 

 

 

=  𝝅 �𝟖 −
𝟑𝟐
𝟑 + 𝟒 − �

𝟏
𝟐 −

𝟒
𝟑 + 𝟏��     =    

𝟕𝝅
𝟔   𝑪𝒖𝒃𝒊𝒄 𝑼𝒏𝒊𝒕𝒔 

 

 

 :בקליפות פיתרון

 

 

 

=  −𝟐𝝅 �𝟒 −
𝟖
𝟑 − 𝟖 + 𝟖 − �

𝟏
𝟒 −

𝟏
𝟑 − 𝟐 + 𝟒��    =    

𝟕𝝅
𝟔   𝑪𝒖𝒃𝒊𝒄 𝑼𝒏𝒊𝒕𝒔 

 

𝒚 = √𝒙 𝒅𝒙 
𝒅𝑽 =   𝝅𝒓𝟐𝒅𝒙   =    𝝅(𝒚 − 𝟏)𝟐𝒅𝒙  = 

=  𝝅�√𝒙 − 𝟏�
𝟐
𝒅𝒙 

𝒅𝑽 =  𝝅�𝒙 − 𝟐√𝒙 + 𝟏�𝒅𝒙 

𝑽 =  𝝅��𝒙 − 𝟐√𝒙 + 𝟏�𝒅𝒙
𝟒

𝟏

  = 

=  𝝅 �
𝒙𝟐

𝟐 −
𝟒
𝟑𝒙

𝟑/𝟐 + 𝒙� �
𝟒
𝟏
�     = 

𝒓 = 𝒚 − 𝟏 

𝒙 = 𝒚𝟐 
𝒅𝒚 

𝒅𝑽 = 𝟐𝝅𝒓𝒉𝒅𝒚 =   𝟐𝝅(𝒚 − 𝟏)(𝟒 − 𝒙)𝒅𝒚 = 

=  𝟐𝝅(𝒚 − 𝟏)(𝟒 − 𝒚𝟐)𝒅𝒚 

𝒅𝑽  =  −𝟐𝝅(𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 − 𝟒𝒚 + 𝟒)𝒅𝒚 

𝑽 = −𝟐𝝅�(𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 − 𝟒𝒚 + 𝟒)𝒅𝒚
𝟐

𝟏

 = 

= −𝟐𝝅 �
𝒚𝟒

𝟒
� −
𝒚𝟑

𝟑 − 𝟐𝒚𝟐 + 𝟒𝒚 �
𝟐
𝟏
�   = 

𝒓 = 𝒚 − 𝟏 
𝒉 = 𝟒 − 𝒙 

𝒚 = 𝟏 

𝒚 = 𝟏 

𝟏 

𝟐 

𝟎 𝟒 𝟏 

𝟏 

𝟐 

𝟎 𝟒 𝟏 


