
  מבחן הנגזרות .1
𝑥)כך שהמעגל  𝑎 -ו ℎ ,𝑘 -ל מצא ערכים − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑎2  לפרבולה  ישיק𝑦 = 𝑥2 + 1  

 .ת ההשקהבנקודהנגזרת השנייה של שתי העקומות תהיה זהה שהתנאי  כמו כן יתקייםו (1,2)בנקודה 

 

 :פיתרון

 .יש להם משיק משותף בנקודה זו –למעגל ולפרבולה אותו השיפוע בנקודת ההשקה 

 "משיק למעגל מאונך לרדיוס"במשפט  להשתמש כדאי ,שעליו בנקודהלמעגל כדי להבטיח השקה 

 ,זאת אנו יודעים, 𝑴(𝒉,𝒌)מרכז המעגל הוא בנקודה ". שיפועי המשיק והרדיוס הופכיים ונגדיים" שמשמעו

רדיוס𝒎 :הואשעל המעגל  (1,2)נקודה והמרכז המעגל  הם קצותיואשר הרדיוס  ו שלשיפועואם כך  = 𝒌−𝟐
𝒉−𝟏

. 

משיק𝒎:   ל"הנ הופכי ונגדי לשיפוע הרדיוס (1,2)בנקודה  למעגלהמשיק שיפוע  = −𝒉−𝟏
𝒌−𝟐

 

𝒚(𝒙)  :הוא (1,2)בנקודה  פרבולהלמשיק השיפוע  = 𝒙𝟐 + 𝟏   =>    𝒚(𝒙)
′ = 𝟐𝒙  =>    𝒎משיק =   𝒚(𝟏)

′ = 𝟐 

 :ולכן, )משותףמשיק " (אותו המשיק"אבל זהו 

𝒎משיק = −
𝒉 − 𝟏
𝒌 − 𝟐 = 𝟐   =>     

𝒉 − 𝟏
𝒌 − 𝟐 = −𝟐    =>    𝒉 = −𝟐𝒌 + 𝟓   =>    𝒌 = −

𝟏
𝟐𝒉 + 𝟐.𝟓 

𝒚מרכז המעגל על הישר  ו שלהימצאות = −𝟏
𝟐
𝒙 +  .(1,2)בנקודה פרבולה להמעגל  השקתל א תנאי הכרחיהי 𝟐.𝟓

 .(1,2)בנקודה עקמומיות זהה  ,אחרות או במילים, נגזרת שנייה זהה בנקודת ההשקה – נוספתכעת לדרישה ה
 .(1,2)בנקודה לא רק , בכל נקודה שעליה, אגב, זאת). נגזרתה השנייה( 2של הפרבולה היא  ורהקעעקמומיותה ה

 :2 -נדרוש שתהא שווה ל אזו(1,2) ה בנקודת ההשקהמעגל  של )נגזרתו השנייה(ו ביטוי לעקמומיותכעת  נפתח

𝒅
𝒅𝒙 �(𝒙 − 𝒉)𝟐 + (𝒚(𝒙) − 𝒌)𝟐� =

𝒅
𝒅𝒙

[𝒂𝟐]      =>       𝟐(𝒙 − 𝒉) + 𝟐(𝒚(𝒙) − 𝒌)𝒚(𝒙)
′ = 𝟎    => 

=>   𝒚(𝒙)
′ =  −

𝒙 − 𝒉
𝒚(𝒙) − 𝒌         =>           𝒚(𝒙)

′′  =   −
𝒚(𝒙) − 𝒌 − 𝒚(𝒙)

′ (𝒙 − 𝒉)

�𝒚(𝒙) − 𝒌�
𝟐  

𝒚(𝒙)
′′  =    −

𝒚(𝒙) − 𝒌 + 𝒙 − 𝒉
𝒚(𝒙) − 𝒌 (𝒙 − 𝒉)

�𝒚(𝒙) − 𝒌�
𝟐     =      −

�𝒚(𝒙) − 𝒌�
𝟐 + (𝒙 − 𝒉)𝟐

�𝒚(𝒙) − 𝒌�
𝟑  

𝒚(𝟏)
′′    =    −

�𝒚(𝟏) − 𝒌�
𝟐 + (𝟏 − 𝒉)𝟐

�𝒚(𝟏) − 𝒌�
𝟑    =    −

(𝟐 − 𝒌)𝟐 + (𝟏 − 𝒉)𝟐

(𝟐 − 𝒌)𝟑      ,        𝒉 = −𝟐𝒌 + 𝟓 

𝒚(𝟏)
′′    =    −

(𝟐 − 𝒌)𝟐 + (𝟏 + 𝟐𝒌 − 𝟓)𝟐

(𝟐 − 𝒌)𝟑     =    −
(𝟐 − 𝒌)𝟐 + (𝟐𝒌 − 𝟒)𝟐

(𝟐 − 𝒌)𝟑  

𝒚(𝟏)
′′   =    −

(𝒌 − 𝟐)𝟐 + 𝟒(𝒌 − 𝟐)𝟐

(𝟐 − 𝒌)𝟑    =    −
𝟓(𝒌 − 𝟐)𝟐

(𝟐 − 𝒌)𝟑     =     
𝟓(𝒌 − 𝟐)𝟐

(𝒌 − 𝟐)𝟑    =     
𝟓

𝒌 − 𝟐 



 :סיכום ביניים

𝒚(𝟏)היא שם  ועקמומיות, (1,2) -ב משיק לפרבולהאשר מעגל כול 
′′ = 𝟓

𝒌−𝟐
  )𝒌 הוא שיעור ה- 𝒚 של מרכז המעגל(. 

𝟐 משמעומרכז מעגל גבוה מנקודת ההשקה  < 𝒌  .𝒚(𝟏)
 .)הגיוני( נקודת ההשקה המעגל קעור בסביבתחיובית אז ו ′′

𝒌 משמעומעגל נמוך מנקודת ההשקה מרכז  < 𝟐  .𝒚(𝟏)
 ).הגיוני( בסביבת נקודת ההשקהוהמעגל קמור שלילית אז  ′′

 :2 -א ל"ז, שם תהא שווה לעקמומיותה של הפרבולהבנקודת ההשקה שעקמומיות המעגל  נדרשנו לכך

𝟓
𝒌 − 𝟐 = 𝟐    =>      𝟓 = 𝟐𝒌 − 𝟒     =>       𝒌 = 𝟒.𝟓         ,           𝒉 =  −𝟐𝒌 + 𝟓 =  −𝟒 

 :במשוואת המעגל הנתונה 𝒌 -ו 𝒉נציב ערכים אלה של 

(𝒙 + 𝟒)𝟐 + (𝒚 − 𝟒.𝟓)𝟐 = 𝒂𝟐 

 :אשר נמצאת על המעגל (𝟏,𝟐)הנקודה ל את "נציב לשם כך במשוואה הנ. 𝒂למצוא את רדיוס המעגל רק נותר 

(𝟏 + 𝟒)𝟐 + (𝟐 − 𝟒.𝟓)𝟐 = 𝒂𝟐     =>         𝟑𝟏.𝟐𝟓 = 𝒂𝟐          =>           𝒂 =
𝟓√𝟓
𝟐  

 

 
 

(𝒙 + 𝟒)𝟐 + (𝒚 − 𝟒.𝟓)𝟐 = 𝟑𝟏.𝟐𝟓 

𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝟏 

הישר של מרכז המעגל על הימצאותו 

𝒚 = −𝟏
𝟐
𝒙 + היא תנאי הכרחי  𝟐.𝟓

 (1,2)פרבולה בנקודה ללהשקת המעגל 

𝑴(𝒉 ,𝒌) 

𝟓 היא (1,2) -ב עקמומיות המעגל
𝒌−𝟐

 . 

𝒌 → בעל  פצפוןמשמעו מעגל  𝟐

𝒚 .ל"הנ בנקודה גבוהה מאוד עקמומיות = 𝟐𝒙  

משיק משותף 
  פרבולהול מעגלל
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 :פיתרון

 

 המשפט היסודי   .3

𝒇(𝟐)מצא את
𝒇(𝒙)אם   ′ = 𝒆𝒈(𝒙)  ו-  𝒈(𝒙) = ∫ 𝒕

𝟏+𝒕𝟒
𝒅𝒕𝒙

𝟐  . 

𝒈(𝒙) = �
𝒕

𝟏 + 𝒕𝟒 𝒅𝒕
𝒙

𝟐
         =>           𝒈(𝟐) = �

𝒕
𝟏 + 𝒕𝟒 𝒅𝒕

𝟐

𝟐
 =   𝟎 

𝒇(𝒙) = 𝒆𝒈(𝒙)     =>      𝒇(𝒙)
′ = 𝒈(𝒙)

′ 𝒆𝒈(𝒙)    =>      𝒇(𝟐)
′ =  𝒈(𝟐)

′ 𝒆𝒈(𝟐) =  𝒈(𝟐)
′ 𝒆𝟎 =  𝒈(𝟐)

′  

𝒈(𝒙)
′ =  

𝒅
𝒅𝒙�

𝒕
𝟏 + 𝒕𝟒 𝒅𝒕

𝒙

𝟐
 =   

𝒙
𝟏 + 𝒙𝟒        =>       𝒈(𝟐)

′ =  
𝟐

𝟏 + 𝟐𝟒  =  
𝟐
𝟏𝟕 =  𝒇(𝟐)

′  

 

�𝒄 ,𝒇(𝒄)� 
∆𝒚(𝒄)  
∆𝒚𝒎𝒂𝒙 

∆𝒚(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙) 

∆𝒚(𝒙)
′ = 𝒇(𝒙)

′ − 𝒈(𝒙)
′  

∆𝒚(𝒄)
′ = 𝒇(𝒄)

′ − 𝒈(𝒄)
′  

∆𝒚(𝒄) = ∆𝒚𝒎𝒂𝒙   =>     ∆𝒚(𝒄)
′ = 𝟎   => 

𝟎 = 𝒇(𝒄)
′ − 𝒈(𝒄)

′    =>     𝒇(𝒄)
′ = 𝒈(𝒄)

′  

 .מקבילים זה לזה 𝒄המשיקים לשתי הפונקציות בנקודה 

�𝒄 ,𝒈(𝒄)� 
∆𝒚(𝒙) 

𝒇(𝒙)ו- 𝒈(𝒙)  להלןמצוירות אשר פונקציות גזירות שתי הן . 

 . הוא הגדול ביותר ,cבנקודה , המרחק האנכי בין הפונקציות

 ? cמה מייחד את המשיקים לשתי הפונקציות בנקודה 

 . הסבר כל שלב

 



 תוכות הפופונקציות טריגונומטרי .4

 
 :פיתרון

 

∡𝑫𝑨𝑩 =  𝜶 + 𝜷 =  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏
𝟏
𝟑 +  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏

𝟏
𝟐 

�
𝑨𝑫𝟐 =  𝑨𝑬𝟐 + 𝑫𝑬𝟐 =  𝟑𝟐 + 𝟏𝟐 = 𝟏𝟎
𝑨𝑩𝟐 =  𝑨𝑭𝟐 + 𝑩𝑭𝟐 =  𝟐𝟐 + 𝟏𝟐 = 𝟓
𝑩𝑫𝟐 =  𝑫𝑮𝟐 + 𝑩𝑮𝟐 =  𝟐𝟐 + 𝟏𝟐 = 𝟓

�    =>   𝑨𝑫𝟐 = 𝑨𝑩𝟐 + 𝑩𝑫𝟐    =>     ∡𝑨𝑩𝑫 =  
𝝅
𝟐

 

∆ABD  ישר זווית ושווה שוקיים(𝐵𝐴 = 𝐵𝐷)   <=   זוויות הבסיס𝐴𝐷    שוות זו לזו<=    ∡𝑫𝑨𝑩 = 𝝅
𝟒

 

∡𝑫𝑨𝑩 =  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏
𝟏
𝟑 +  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏

𝟏
𝟐  =   

𝝅
𝟒

 

  

𝜶 

𝜷 

𝒕𝒂𝒏𝜶  =  
𝑫𝑬
𝑨𝑬

 =  
𝟏
𝟑

      => 

=>    𝜶 =  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏
𝟏
𝟑

 

𝒕𝒂𝒏𝜷  =  
𝑩𝑭
𝑨𝑭

 =  
𝟏
𝟐

      => 

=>    𝜷 =  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏
𝟏
𝟐

 

 

𝑭 

𝑮 

𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 �
𝟏
𝟐
� + 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 �

𝟏
𝟑
�  =  

𝝅
𝟒

 

 הוכח בעזרת הציור כי .א
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 )'נקו 𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏𝒙𝒅𝒙  )5∫  מצא את. ב

 :פיתרון

�𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙    =>    

⎩
⎨

⎧𝒖 = 𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏𝒙   =>    𝒅𝒖 =
𝟏

√𝟏 − 𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝒅𝒗 = 𝒅𝒙   =>     𝒗 = �𝒅𝒙 = 𝒙       
� 

�𝒖 ∙ 𝒅𝒗     =     𝒖 ∙ 𝒗 − �𝒗 ∙ 𝒅𝒖 

�𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙   =   𝒙𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏𝒙 −  �𝒙 ∙
𝟏

√𝟏 − 𝒙𝟐
𝒅𝒙 

 

�
𝒙

√𝟏 − 𝒙𝟐
𝒅𝒙   →      �𝒕 = 𝟏 − 𝒙𝟐      

𝒅𝒕 = −𝟐𝒙𝒅𝒙 
�    =     �

−𝟐𝒙
−𝟐√𝟏 − 𝒙𝟐

𝒅𝒙    =    −�
−𝟐𝒙

𝟐√𝟏 − 𝒙𝟐
𝒅𝒙    = 

  =    −�
𝟏
𝟐√𝒕

𝒅𝒕     =     −√𝒕     =     −�𝟏 − 𝒙𝟐 

 

�𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏𝒙𝒅𝒙   =   𝒙𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏𝒙 + �𝟏 − 𝒙𝟐  +   𝑪 

 



 חישוב נפח –שימושי האינטגרל  .5

𝒚מצא את נפח הגוף הנוצר על ידי סיבוב התחום הכלוא בין  = √𝒙 ,y=1 ו- x=4  סביב הישרy=1  

 ).'נקו 15(ובשיטת הקליפות הגליליות ) 'נקו 10(סקות יתוך שימוש בשיטת הד
 :בדיסקות פיתרון

 

 

 

=  𝝅 �𝟖 −
𝟑𝟐
𝟑 + 𝟒 − �

𝟏
𝟐 −

𝟒
𝟑 + 𝟏��     =    

𝟕𝝅
𝟔   𝑪𝒖𝒃𝒊𝒄 𝑼𝒏𝒊𝒕𝒔 

 

 

 :בקליפות פיתרון

 

 

 

=  −𝟐𝝅 �𝟒 −
𝟖
𝟑 − 𝟖 + 𝟖 − �

𝟏
𝟒 −

𝟏
𝟑 − 𝟐 + 𝟒��    =    

𝟕𝝅
𝟔   𝑪𝒖𝒃𝒊𝒄 𝑼𝒏𝒊𝒕𝒔 

 

𝒚 = √𝒙 𝒅𝒙 
𝒅𝑽 =   𝝅𝒓𝟐𝒅𝒙   =    𝝅(𝒚 − 𝟏)𝟐𝒅𝒙  = 

=  𝝅�√𝒙 − 𝟏�
𝟐
𝒅𝒙 

𝒅𝑽 =  𝝅�𝒙 − 𝟐√𝒙 + 𝟏�𝒅𝒙 

𝑽 =  𝝅��𝒙 − 𝟐√𝒙 + 𝟏�𝒅𝒙
𝟒

𝟏

  = 

=  𝝅 �
𝒙𝟐

𝟐 −
𝟒
𝟑𝒙

𝟑/𝟐 + 𝒙� �
𝟒
𝟏
�     = 

𝒓 = 𝒚 − 𝟏 

𝒙 = 𝒚𝟐 
𝒅𝒚 

𝒅𝑽 = 𝟐𝝅𝒓𝒉𝒅𝒚 =   𝟐𝝅(𝒚 − 𝟏)(𝟒 − 𝒙)𝒅𝒚 = 

=  𝟐𝝅(𝒚 − 𝟏)(𝟒 − 𝒚𝟐)𝒅𝒚 

𝒅𝑽  =  −𝟐𝝅(𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 − 𝟒𝒚 + 𝟒)𝒅𝒚 

𝑽 = −𝟐𝝅�(𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 − 𝟒𝒚 + 𝟒)𝒅𝒚
𝟐

𝟏

 = 

= −𝟐𝝅 �
𝒚𝟒

𝟒
� −
𝒚𝟑

𝟑 − 𝟐𝒚𝟐 + 𝟒𝒚 �
𝟐
𝟏
�   = 

𝒓 = 𝒚 − 𝟏 
𝒉 = 𝟒 − 𝒙 

𝒚 = 𝟏 

𝒚 = 𝟏 

𝟏 

𝟐 

𝟎 𝟒 𝟏 

𝟏 

𝟐 

𝟎 𝟒 𝟏 


