
  שימושי הנגזרת .1

 . בלבד 𝜃הזווית של  באמצעות שינוייהבציור שעליך למקסם את נפח השוקת 

 ? מרבי נפח  אשר מניב 𝜃של  ערכה ומה

 
 ):והתובנות בשחור סגולבציור הנתונים ב( פיתרון

 .יש למצוא פשרה מיטבית. עם זאת מגדילה את רוחבהיחד מפחיתה את עומק השוקת ו 𝜽הגדלתה של 

 .אותו עלינו למקסם )טרפז שווה שוקיים(שלה  רק שטח החתך הרוחבי, וונטי לשאלהאורכה של השוקת אינו רל

𝑺(𝜽)  = ∙  ממוצע הבסיסים   =  הגובה     
𝟐𝒂 + 𝟐𝒂𝒔𝒊𝒏𝜽

𝟐 ∙ 𝒂𝒄𝒐𝒔𝜽 =  (𝒂 + 𝒂𝒔𝒊𝒏𝜽) ∙ 𝒂𝒄𝒐𝒔𝜽  = 

=     𝒂𝟐(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝜽) ∙ 𝒄𝒐𝒔𝜽  =    𝒂𝟐(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒔𝒊𝒏𝜽𝒄𝒐𝒔𝜽)    =     
𝟏
𝟐𝒂

𝟐(𝟐𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝟐𝒔𝒊𝒏𝜽𝒄𝒐𝒔𝜽) 

𝑺(𝜽)  =   
𝟏
𝟐𝒂

𝟐(𝟐𝒄𝒐𝒔𝜽+ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽)     →       𝒎𝒂𝒙 

𝑺(𝜽)
′   =     

𝟏
𝟐𝒂

𝟐(−𝟐𝒔𝒊𝒏𝜽 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽)     =       𝒂𝟐(−𝒔𝒊𝒏𝜽+ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽)  =   𝟎         => 

=>    𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽 −   𝒔𝒊𝒏𝜽  =  𝟎      =>      𝟏 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽 − 𝒔𝒊𝒏𝜽 =   𝟎     => 

=>      2𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽 +  𝒔𝒊𝒏𝜽 − 𝟏 =   𝟎    =>       (𝟐𝒔𝒊𝒏𝜽 − 𝟏)(𝒔𝒊𝒏𝜽 + 𝟏)  =   𝟎    => 

=>      𝒔𝒊𝒏𝜽 =  𝟏
𝟐

     =>      𝜽 = 𝝅
𝟔

 𝒓𝒂𝒅 

 

 

𝒂 

𝒂𝒔𝒊𝒏𝜽 𝒂𝒔𝒊𝒏𝜽 

𝒂 

𝒂 

𝒂 

𝒂𝒄𝒐𝒔𝜽 

𝑳 

𝑺(𝜽) = 𝟎.𝟓(𝟐𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽) 

𝜽 

𝑺(𝜽) 

𝝅
𝟔

 

𝒂נבחר  באיור מימין = 𝟏 . 
𝜽מושג כאשר רבי מ (𝑺)שטח חתך  = 𝝅

𝟔
 𝒓𝒂𝒅 

𝑺�𝝅𝟔�
= 𝟎.𝟓�𝟐𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟔
+ 𝒔𝒊𝒏𝟐

𝝅

𝟔
� =

𝟑√𝟑
𝟒
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∞→𝒍𝒊𝒎𝒏  מצא את הגבול �

𝟏
𝒏+𝟏

+ 𝟏
𝒏+𝟐

+ ⋯+ 𝟏
𝟐𝒏
 ).הגרףציור ציה והאינטגרכולל תחום (הסבר כל שלב . �

 :פיתרון

�
𝟏

𝒏 + 𝟏 +
𝟏

𝒏 + 𝟐 + ⋯+
𝟏
𝟐𝒏�      =        �

𝟏
𝟏 + 𝟏/𝒏 +

𝟏
𝟏 + 𝟐/𝒏 + ⋯+

𝟏
𝟏 + 𝟏�

𝟏
𝒏    = 

 

  

=     �
𝟏

𝟏 + ∆𝒙+
𝟏

𝟏 + 𝟐∆𝒙 + ⋯+
𝟏

𝟏 + 𝒌∆𝒙+ ⋯+
𝟏

𝟏 + 𝒏∆𝒙�
𝟏
𝒏    = 

=     �
𝟏

𝒙𝟏 + 𝟏 +
𝟏

𝒙𝟐 + 𝟏 +
𝟏

𝒙𝟑 + 𝟏 + ⋯+
𝟏

𝒙𝒌 + 𝟏 + ⋯+
𝟏

𝒙𝒏 + 𝟏�
∆𝒙   =     

=     
𝟏

𝒙𝟏 + 𝟏∆𝒙+
𝟏

𝒙𝟐 + 𝟏∆𝒙+
𝟏

𝒙𝟑 + 𝟏∆𝒙+ ⋯+
𝟏

𝒙𝒌 + 𝟏∆𝒙 + ⋯+
𝟏

𝒙𝒏 + 𝟏∆𝒙   =     

=      �
𝟏

𝒙𝒌 + 𝟏 ∙ ∆𝒙
𝒏

𝒌=𝟏

   =   �𝒇(𝑿𝒌) ∙ ∆𝒙
𝒏

𝒌=𝟏

    =>     𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙 + 𝟏 

𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

�
𝟏

𝒏 + 𝟏 +
𝟏

𝒏 + 𝟐 + ⋯+
𝟏
𝟐𝒏�         =       𝒍𝒊𝒎

𝒏→∞
�

𝟏
𝒙𝒌 + 𝟏 ∙ ∆𝒙

𝒏

𝒌=𝟏

     =      �
𝟏

𝒙 + 𝟏𝒅𝒙
𝟏

𝟎

      = 

=        𝒍𝒏|𝒙+ 𝟏| �
𝟏
𝟎
�         =       𝒍𝒏𝟐 − 𝒍𝒏𝟏      =        𝒍𝒏𝟐 

𝒚 =
𝟏

𝒙 + 𝟏
 

𝒙 

𝒚 

∫  תחום האינטגרציה הינו 𝒇(𝒙)
𝒃=𝟏
𝒂=𝟎 𝒅𝒙  ,  שהרי∆𝒙 = 𝒃−𝒂

𝒏
= 𝒃

𝒏
= 𝟏

𝒏
. 

 

𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝒌 𝒙𝒏 = 𝟏 

∆𝒙 ∆𝒙 ∆𝒙 ∆𝒙 
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𝒈(𝒚)מצא את הנגזרת של   = ∫ 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕𝟐�𝒚
�𝒚

 . 

 :פיתרון

𝒈(𝒚) = � 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕
𝟐�𝒚

�𝒚
      =>        

𝒅
𝒅𝒚𝒈(𝒚)  =   

𝒅
𝒅𝒚� 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

𝟐�𝒚

�𝒚
   = 

� 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕
𝟐�𝒚

�𝒚
  =   � 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

𝒂

�𝒚
 +  � 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

𝟐�𝒚

𝒂
       ,        �𝒚 < 𝒂 < 𝟐�𝒚 

=    
𝒅
𝒅𝒚

�� 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕
𝒂

�𝒚
 +  � 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

𝟐�𝒚

𝒂
�      =     

𝒅
𝒅𝒚

�−� 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕
�𝒚

𝒂
 +  � 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

𝟐�𝒚

𝒂
�    = 

=   
𝒅
𝒅𝒚� 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

𝟐�𝒚

𝒂
 −  

𝒅
𝒅𝒚� 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

�𝒚

𝒂
 

𝒅
𝒅𝒚� 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

𝒖=𝟐�𝒚

𝒂
  =    

𝒅
𝒅𝒖� 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

𝒖

𝒂
∙
𝒅𝒖
𝒅𝒚    =    𝒔𝒊𝒏(𝒖𝟐) ∙

𝒅𝒖
𝒅𝒚    =   𝒔𝒊𝒏(𝟒𝒚) ∙

𝟏
�𝒚

 

𝒅
𝒅𝒚� 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

𝒗=�𝒚

𝒂
  =    

𝒅
𝒅𝒗� 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

𝒗

𝒂
∙
𝒅𝒗
𝒅𝒚    =   𝒔𝒊𝒏(𝒗𝟐) ∙

𝒅𝒗
𝒅𝒚    =   𝒔𝒊𝒏(𝒚) ∙

𝟏
𝟐�𝒚

 

𝒅
𝒅𝒚𝒈(𝒚)   =    

𝒅
𝒅𝒚� 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

𝟐�𝒚

�𝒚
   =     

𝒔𝒊𝒏(𝟒𝒚)

�𝒚
−
𝒔𝒊𝒏(𝒚)
𝟐�𝒚

    =     
𝟐𝒔𝒊𝒏(𝟒𝒚)− 𝒔𝒊𝒏(𝒚)

𝟐�𝒚
 

 

𝒚 =
𝟐𝒔𝒊𝒏(𝟒𝒙) − 𝒔𝒊𝒏(𝒙)

𝟐√𝒙
 

𝒚 = �
𝟐𝒔𝒊𝒏(𝟒𝒙) − 𝒔𝒊𝒏(𝒙)

𝟐√𝒙

𝒙

𝟎
 =  � 𝒔𝒊𝒏(𝒕𝟐)𝒅𝒕

𝟐√𝒙

√𝒙
 



 גבול ואינטגרל  .4

∫מצא את   .א 𝒍𝒏(𝒙 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙 )13 נק'.( 

�𝒖 ∙ 𝒅𝒗     =     𝒖 ∙ 𝒗 − �𝒗 ∙ 𝒅𝒖 

�𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝒙)𝒅𝒙 → �𝒖 = 𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝒙) => 𝒅𝒖 =
𝟐𝒙 + 𝟏
𝒙𝟐 + 𝒙

𝒅𝒙

𝒅𝒗 = 𝒅𝒙 =>   𝒗 = 𝒙                               
� 

�𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝒙)𝒅𝒙    =     𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝒙)  ∙  𝒙 −�𝒙 ∙
𝟐𝒙 + 𝟏
𝒙𝟐 + 𝒙

𝒅𝒙    = 

=   𝒙 ∙ 𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝒙)  −�
𝟐𝒙 + 𝟏
𝒙 + 𝟏

𝒅𝒙     =    𝒙 ∙ 𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝒙)  –  �
𝟐𝒙 + 𝟏
𝟐𝒙 + 𝟐

∙ 𝟐𝒅𝒙 

�
𝟐𝒙 + 𝟏
𝟐𝒙 + 𝟐

∙ 𝟐𝒅𝒙   →  � 𝒕 = 𝟐𝒙 + 𝟐     =>      𝒅𝒕 = 𝟐𝒅𝒙
𝒕 − 𝟏 =  𝟐𝒙 + 𝟏                             

� 

�
𝟐𝒙 + 𝟏
𝟐𝒙 + 𝟐𝒅𝒙   =  �

𝒕 − 𝟏
𝒕 𝒅𝒕  =  ��𝟏 −

𝟏
𝒕�𝒅𝒕   =   𝒕 − 𝒍𝒏(𝒕)   =    𝟐𝒙+ 𝟐 − 𝒍𝒏(𝟐𝒙+ 𝟐) 

�𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝒙)𝒅𝒙   =   𝒙 ∙ 𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝒙) + 𝒍𝒏(𝟐𝒙 + 𝟐) –  𝟐𝒙 + 𝑪 

 

 
  

𝒚 =   𝒙 ∙ 𝒍𝒏�𝒙𝟐 + 𝒙�+ 𝒍𝒏(𝟐𝒙+ 𝟐) –  𝟐𝒙 

𝒚 =   𝒍𝒏�𝒙𝟐 + 𝒙� 



 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝝅מצא את  .ב
𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒙−𝝅

 .להשתמש בכלל לופיטל אסור). 'נק 12(  

 :פיתרון

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝝅

𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒙 − 𝝅

    =      �
𝟎
𝟎
�   →   �

𝒕 =  𝒙 − 𝝅
𝒙 = 𝒕 + 𝝅

�      =      𝒍𝒊𝒎
𝒕→𝟎

𝒔𝒊𝒏(𝒕 + 𝝅)
𝒕

     = 

=    𝒍𝒊𝒎
𝒕→𝟎

−𝒔𝒊𝒏𝒕
𝒕

    =     − 𝒍𝒊𝒎
𝒕→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝒕
𝒕

   =    −𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

𝒙 

𝒚 

𝝅 

𝒔𝒊𝒏 

𝒕 

𝒕 + 𝝅 

𝒚 =
𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒙 − 𝝅

 



 ניתנת להפרדה' דיפ' מש: חשיבה דיפרנציאלית ושימושי האינטגרל .5
המים יברחו מהר כאשר המיכל מלא אך . מרוקנים מיכל גלילי אנכי על ידי פתיחת ברז הנמצא בתחתית המיכל

סמן את מקדם . יחסי לשורש של גובה המים, yמסתבר כי קצב ירידת גובה המים . יַאֶטוּ עם ירידת גובה המים

הנוזל שבתוך המיכל , הצורה הגיאומטרית של חור הניקוז, מקדם היחס תלוי בקבוע הגרביטציה. kהיחס על ידי 

 . k=1/10הנח כי . נמדד בדקות, tהזמן . והיחס שבין שטח החתך של החור לשטח החתך של המיכל

 .  הסבר כל שלב? רגל 9תחלתי תוך כמה זמן יתרוקן המיכל אם עומקם הה

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝟎 =  �
𝒌
𝟐
𝒕 − �𝒉(𝟎)�

𝟐

    =>       𝑡 =
𝟐�𝒉(𝟎)

𝒌  =  
𝟐√𝟗
𝟎.𝟏  =   𝟔𝟎 𝒎𝒊𝒏 

 
 

 

𝒉(𝒕) 

𝒅
𝒅𝒕
𝒉(𝒕) = −𝒌�𝒉(𝒕) 

𝒅𝒉(𝒕)

𝒅𝒕 = −𝒌�𝒉(𝒕) 

𝒅𝒉(𝒕)

�𝒉(𝒕)
= −𝒌 ∙ 𝒅𝒕 

�
𝒅𝑯(𝒕)

𝟐�𝑯(𝒕)

𝒉(𝒕)

𝒉(𝟎)

 =  −
𝒌
𝟐�𝒅𝑻

𝒕

𝟎

 

�𝑯(𝒕) �
𝒉(𝒕)

𝒉(𝟎)
�  =   −

𝒌
𝟐𝑻 �

𝒕
𝟎
� 

�𝒉(𝒕) −�𝒉(𝟎)  =   −
𝒌
𝟐 𝒕 

�𝒉(𝒕)  =   −
𝒌
𝟐 𝒕 + �𝒉(𝟎) 

𝒉(𝒕) =  �
𝒌
𝟐 𝒕 − �𝒉(𝟎)�

𝟐

 

 

𝒉(𝟎) 

𝒕 

𝒉 

𝒉(𝒕) =  �
𝟏
𝟐𝟎 𝒕 − 𝟑�

𝟐

 


