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 :פיתרון

 
 

𝑳(𝜶) =
𝒂

𝒔𝒊𝒏(𝟐𝜶) ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝜶)    =>     
𝒅𝑳
𝒅𝜶

=
−𝒂

𝒔𝒊𝒏𝟐(𝟐𝜶) ∙ 𝒄𝒐𝒔𝟐(𝜶) ∙
[𝟐𝒄𝒐𝒔(𝟐𝜶) ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝜶) − 𝒔𝒊𝒏(𝟐𝜶) ∙ 𝒔𝒊𝒏(𝜶)] 

𝒅𝑳
𝒅𝜶

= 𝟎   =>     𝟐𝒄𝒐𝒔(𝟐𝜶) ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝜶) − 𝒔𝒊𝒏(𝟐𝜶) ∙ 𝒔𝒊𝒏(𝜶) = 𝟎   => 

=>   𝟐𝒄𝒐𝒔(𝟐𝜶) ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝜶) = 𝒔𝒊𝒏(𝟐𝜶) ∙ 𝒔𝒊𝒏(𝜶)    =>     𝟐𝒄𝒐𝒕(𝟐𝜶) = 𝒕𝒈(𝜶)    =>     
𝟐

𝒕𝒈(𝟐𝜶) = 𝒕𝒈(𝜶)   => 

𝒕𝒈(𝟐𝜶) =
𝟐𝒕𝒈(𝜶)

𝟏 − 𝒕𝒈𝟐(𝜶)   =>     
𝟐 �𝟏 − 𝒕𝒈𝟐(𝜶)�

𝟐𝒕𝒈(𝜶) = 𝒕𝒈(𝜶)    =>     1 − 𝒕𝒈𝟐(𝜶) = 𝒕𝒈𝟐(𝜶)    => 

=>    𝟐𝒕𝒈𝟐(𝜶) = 𝟏   =>     𝒕𝒈𝟐(𝜶) =
𝟏
𝟐

   =>     𝒕𝒈(𝜶) =
𝟏
√𝟐

   =>     𝜶 = 𝟎.𝟔𝟏𝟓𝟒𝟖 

𝑳(𝜶) =
𝒂

𝒔𝒊𝒏(𝟐𝜶) ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝜶)   =>       𝑳(𝟎.𝟔𝟏𝟓𝟒𝟖) =
𝒂

𝒔𝒊𝒏(𝟏.𝟐𝟑𝟏) ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝟎.𝟔𝟏𝟓𝟒𝟖)    =    
𝒂

𝟎.𝟕𝟕
    ≈    𝟏.𝟑𝒂 

𝜶התקבל מינימום עבור  = 𝑳כי   𝟎.𝟔𝟏𝟓𝟒𝟖 → 𝜶כאשר  ∞ → 𝑳  -ו  𝟎 = √𝟐𝒂 )כאשר ) אלכסונו של ריבוע𝜶 = 𝝅
𝟒

.  

𝝅כאשר 
𝟒

< 𝜶 ≤ 𝝅
𝟐

𝑳(𝜶)הפונקציה    = 𝒂
𝒔𝒊𝒏(𝟐𝜶)∙𝒄𝒐𝒔(𝜶)  אין זה דלתון( שונהאינה תקפה עוד כי הגיאומטריה של הבעיה( ,

𝑳  אך ברור ש → 𝒂  כאשר𝜶 → 𝝅
𝟐

 ).אך לא לכך התכוון המשורר ,Lאורכו המינימאלי של  זהוהמתחכמים יאמרו ש( 

𝝅כאשר 
𝟐

< 𝛼 ,  מה לדון בכךאין ולכן , ונוגעת בשפה העליונה של אינהמלבני הסרט ההפינה התחתונה של. 

 

𝑎 

𝒂
𝒔𝒊𝒏(𝟐𝜶) = 𝒙 

𝜶 
𝑳 =

𝒂
𝒔𝒊𝒏(𝟐𝜶) ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝜶) 

  תוארתמ באיור משמאל
 :השתלשלות האירועים

 
חלוקת מ מתקבל 1ז "היתר של מי

 .)𝟐𝜶( בסינוס הזווית שמולו aהניצב 
 

  1ז "של מי זה יתר
 .xנכנהו . 2ז "הוא ניצב של מי

 
חלוקת מתקבל מ) L( 2ז "מישל היתר 
 .)𝜶(לידו סינוס הזווית שקוב xהניצב 

1 
2 

 . מקפלים את הפינה התחתונה של סרט מלבני כך שהיא נוגעת בשפה העליונה של הסרט

 . a - רוחבו של הסרט נתון

 ). בציור foldמסומן על ידי המילה (האפשרי של קו הקיפול  יהמינימאלמצא את אורכו 

 . שבין קו הקיפול לקו המרוסק האופקי αבעזרת הזווית  Lנסה לבטא את אורך הקיפול : רמז

 . שים לב כי קו הקיפול הוא אלכסון בדלתון

 . 'נקו α  –   10  ביטוי של אורך הקיפול כתלות במשתנה

 .'נקו 5 –הסבר מדוע קיבלת מינימום . 'נקו L    –   10גזירה נכונה ומציאת אורך הקיפול 
 



 חקירת פונקציה  .2
 גרף נוסף מתאר את, f '(x)גרף אחר מתאר את , f(x)אחד מהם הוא הפונקציה . הציור מתאר ארבעה גרפים

f "(x) , וישנו גם גרף של פונקציה אחרתg(x) .תן נימוקים לבחירתך. מי מתייחס לכל אחד מהארבעה . 

 . 21=  3כפול  7 –בחירה נכונה ומנומקת עבור כל אחד מהשאר . 'נקו g – 4בחירה נכונה של 

 )בגוף הציור הנתון) באדום(רשומות התשובות , כדי לחסוך במקום( :פיתרון

 

  . 𝒇(𝒙)מתאר את   cגרף 
𝒙כאשר  →  ."מלמטה"השיפוע שואף לאפס  ∞−
𝒙עבור   <  .והגרף קמור השיפוע שלילי 1−
𝟏−עבור   < 𝒙 <  .השיפוע שלילי והגרף קעור 0

𝒙 -ב =  .שיפוע מתאפסה 𝟎
𝟎עבור   < 𝒙 <  .השיפוע חיובי והגרף קעור 1
𝟏עבור   < 𝒙 השיפוע חיובי והגרף קמור. 
𝒙כאשר  →  ".מלמעלה"השיפוע שואף לאפס  ∞+

 
𝒇(𝒙)מתאר את   dגרף 

 .𝒇(𝒙)השיפוע של  - ′
𝒙כאשר  →  ."מלמטה"שואף לאפס  הגרף ∞−
𝒙עבור   <  .מתחזקשלילי  גרףה 1−
𝟏−עבור   < 𝒙 <  .נחלששלילי  הגרף 0

𝒙 -ב =  .גרף מתאפסה 𝟎
𝟎עבור   < 𝒙 <  .מתחזקחיובי  גרףה 1
𝟏עבור   < 𝒙 נחלשחיובי  גרףה. 
𝒙כאשר  →  ".מלמעלה"הגרף שואף לאפס  ∞+

 
𝒇(𝒙)מתאר את   bגרף 

 .𝒇(𝒙)של קעירות וקמירות  - ′′
𝒙כאשר  →  ".מלמטה"הגרף שואף לאפס  ∞−
𝒙עבור   <  .)קמירות(הגרף שלילי  1−
𝟏−עבור   < 𝒙 <  .)קעירות(י חיובהגרף  0

𝒙 -ב =  .שיא הקעירות –בשיאו החיובי גרף ה 𝟎
𝟎עבור   < 𝒙 <  .)עירותק(הגרף חיובי  1
𝟏עבור   < 𝒙  קמירות(שלילי הגרף(. 
𝒙כאשר  →  ".מלמטה"הגרף שואף לאפס  ∞+

 

𝒇(𝒙) 
𝒇(𝒙)
′  

𝒇(𝒙)
′′  𝒈(𝒙) 



 בעיית מקסימיזציה בעזרת המשפט היסודי+  אינטגרל .3

∫פתור את  .א 𝒅𝒙
(𝟒+𝒙)√𝒙

 )'נק 10(   

 :פיתרון

�
𝒅𝒙

(𝒙 + 𝟒)√𝒙
    =     𝟐�

𝒅𝒙
(𝒙 + 𝟒) ∙ 𝟐√𝒙

   →  �
𝒖 = √𝒙
𝒅𝒖 = 𝒅𝒙

𝟐√𝒙

�    =     𝟐�
𝒅𝒖

(𝒖𝟐 + 𝟒)
   =    𝟐�

𝒅𝒖

𝟒 ��𝒖𝟐�
𝟐

+ 𝟏�
  = 

=  
𝟏
𝟐
�

𝒅𝒖

�𝒖𝟐�
𝟐

+ 𝟏
  →  �

𝒕 =
𝒖
𝟐

𝒅𝒕 = 𝒅𝒖
𝟐

  = � �
𝒅𝒕

𝒕𝟐 + 𝟏
  =  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝒕) + 𝑪 =  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈 �𝒖𝟐� + 𝑪 =  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈 �√𝒙𝟐 �+ 𝑪 

 

𝑭(𝒙)לי של אמהו הערך המינימ .ב = ∫ 𝟏
𝟏+𝒕𝟐

𝒅𝒕𝒙𝟐−𝟐𝒙
 ). 'נק 10( 𝟎

 ).'נק 5(נמק ? ליאיש ערך מקסימ 𝑭(𝒙) -האם ל

 :פיתרון

𝒙𝟐ברור שהאינטגרל מתאפס כאשר  − 𝟐𝒙 = 𝒙א כאשר "ז, 𝟎 = 𝒙או   𝟎 =  .הגבולות שווים זה לזהכי אז ,  𝟐

𝟏האינטגרנד 
𝟏+𝒕𝟐

 .מאפס קטןאינטגרל להיות הערכו של בתנאי זה יכול אם ה  - השאלהנשאלת ו, 𝒕חיובי לכל  

 . הגבול העליון קטן מזה התחתוןש בתנאי - התשובה היא כן

 ". שלילי יותר" רלגהאינט כו שלער איה, מזה התחתון הגבול העליון קטן יותר אככל שיה, זאת ועוד

𝒈(𝒙)  מהו הערך המינימאלי של ?להיות יכול הגבול העליון "שליליכמה " = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 ? 

(𝒙𝒌,𝒚𝒌) ואקודקודה ה אשר" מחייכת" פרבולהזוהי  = �−𝒃𝟐𝒂,𝒚𝒌� = יכול הערך המינימאלי שואם כך , (𝟏−,𝟏)

𝒈(𝟏) הגבול העליון לקבל הינו =  :האינטגרל ונחשב את ערכונציב ערך זה כגבול העליון של . 𝟏−

𝑭(𝒙)  =  �
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐
𝒅𝒕

−𝟏

𝟎
   =   𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝒕) �

−𝟏
𝟎
�   =   𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(−𝟏)  − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝟎)   =   −

𝝅
𝟒
− 𝟎  =   −

𝝅
𝟒

 

 :באמצעות איפוס הנגזרת 𝒙𝒌את  למצואואז  ,𝐹(𝑥)גזירתה של  צורךדרך אחרת היא להיעזר במשפט היסודי ל

𝒅
𝒅𝒙

𝑭(𝒙) =  
𝒅
𝒅𝒙

�
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐
𝒅𝒕

𝒙𝟐−𝟐𝒙

𝟎
=  

𝒅
𝒅𝒖

�
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐
𝒅𝒕

𝒖

𝟎
∙
𝒅𝒖
𝒅𝒙

=  
𝟏

𝟏 + 𝒖𝟐
∙ (𝟐𝒙 − 𝟐) =  

𝟐𝒙 − 𝟐
𝟏 + (𝒙𝟐 − 𝟐𝒙)𝟐 = 𝟎 

𝟐𝒙 − 𝟐 = 𝟎   =>    𝒙𝒎𝒊𝒏 = 𝒙𝒌 = 𝟏   =>  … .. 

 :בגבול העליון של האינטגרל "להציב אינסוף"עלינו , ליאיש ערך מקסימ 𝐹(𝑥) -ל כדי לדעת אם

𝑭(𝒙)  =  �
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐
𝒅𝒕

∞

𝟎
   =   𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝒕) �

∞
𝟎
�    =   𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(∞)  − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝟎)   =    

𝝅
𝟐
− 𝟎   =     

𝝅
𝟐

 



 המשפט היסודי  +  (Riemann)סכום רימן  .4

∑∞→𝒍𝒊𝒎𝒏היעזר בסכום רימן כדי להמיר את הביטוי   .א
𝟏
𝒏
∙ �𝟏 + 𝒌

𝒏
𝒏
𝒌=𝟏   [0,1]לאינטגרל מסוים בתחום  

 .)'נקו 10. (ולחשב את ערכו

 

 :פיתרון

 משמעואינטרוולים -תת 𝒏 -ל [0,1]התחום חלוקת 

𝒙𝟏 = ∆𝒙     ,     𝒙𝟐 = 𝟐∆𝒙     ,      𝒙𝟑 = 𝟑∆𝒙   , … … , 𝒙𝒌 = 𝒌∆𝒙  , … … . …  , 𝒙𝒏 = 𝒏∆𝒙 = 𝟏  
 וכמו כן

   
𝟏
𝒏

= ∆𝒙   =>     
𝒌
𝒏

= 𝒌∆𝒙 = 𝒙𝒌       =>           
𝟏
𝒏
∙ �𝟏 +

𝒌
𝒏

 =   ∆𝒙 ∙ �𝟏 + 𝒙𝒌   =  𝒇(𝑿𝒌) ∙ ∆𝒙 

 

 
 

 
 
 
 
 
 

 .המלבנים 𝒏 שטחי נרשום ביטוי לסכום

𝑺𝒏  =   ��𝟏 +
𝒌
𝒏
∙  
𝟏
𝒏

𝒏

𝒌=𝟏

   =   ��𝟏 + 𝒙𝒌 ∙  ∆𝒙
𝒏

𝒌=𝟏

 

𝒏תחת התנאי  →  :נוכל להחליפו באינטגרל ∞

𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

��𝟏 +
𝒌
𝒏
∙  
𝟏
𝒏

𝒏

𝒌=𝟏

  =   𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

��𝟏 + 𝒙𝒌 ∙  ∆𝒙
𝒏

𝒌=𝟏

  =   �√𝟏 + 𝒙 ∙ 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

�√𝒙 + 𝟏 ∙ 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

→   �𝒖 = 𝒙 + 𝟏
𝒅𝒖 = 𝒅𝒙

�   =    �√𝒖 ∙ 𝒅𝒖
𝟐

𝟏

 =   
𝟐
𝟑
𝒖𝟑 𝟐⁄ �

𝟐
𝟏
�  =   

𝟐
𝟑
�𝟐𝟑 𝟐⁄ − 𝟏� 

  

𝑥1 𝑥k 𝑥n = 𝟏 

𝒇(𝒙) = √𝟏 + 𝒙 

𝑨𝟏  =  𝒇(𝑿𝟏) ∙ ∆𝒙  =   �1 + 𝒙𝟏 ∙  ∆𝒙 

𝑨𝟐  =  𝒇(𝑿𝟐) ∙ ∆𝒙  =   �1 + 𝒙𝟐 ∙  ∆𝒙 

𝑨𝟑  =  𝒇(𝑿𝟑) ∙ ∆𝒙  =   �1 + 𝒙𝟑 ∙  ∆𝒙 

𝑨𝐤   =  𝒇(𝑿𝒌) ∙ ∆𝒙  =   �1 + 𝒙𝒌 ∙  ∆𝒙 

𝑨𝐧  =  𝒇(𝑿𝒏) ∙ ∆𝒙  =   �1 + 𝒙𝒏 ∙  ∆𝒙 

𝒙𝒌 ההאינטרוול -הוא קצהו הימני של תת- "𝒌ולכן, "י  

𝒇(𝒙𝒌) = �𝟏 + 𝒙𝒌  ההוא גובהו של המלבן- "𝒌י ." 

 ולכן שטחו של המלבן,  𝒙∆רוחבו של כל מלבן הוא  

𝑨𝐤הוא   "י𝒌" -ה = 𝒇(𝒙𝒌) ∙ ∆𝒙 . באופן מפורט: 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

 



𝟐𝒚(𝒙)פתור את המשוואה   .ב + 𝟏 = 𝟑∫ 𝒚(𝒕)𝒅𝒕𝟏
𝒙   ומצא את𝒚(𝒙) ) .15 נקו'.( 

 :פיתרון

𝒙ראשית נציב  =  כדי לאפס את אגף ימין וכך לגלות כי  𝟏

 𝟐𝒚(𝟏) + 𝟏 = 𝟎    =>      𝒚(𝟏) = −𝟏
𝟐
 

 :עד כדי קבועא "ז ,ש לפתרון כללי של המשוואה הנתונהכעת ניג

𝟐𝒚(𝒙) + 𝟏 = 𝟑� 𝒚(𝒕)𝒅𝒕
𝟏

𝒙
      =>       𝟐𝒚(𝒙) + 𝟏 = −𝟑� 𝒚(𝒕)𝒅𝒕

𝒙

𝟏
 

𝒅
𝒅𝒙

�𝟐𝒚(𝒙) + 𝟏� = −𝟑
𝒅
𝒅𝒙

� 𝒚(𝒕)𝒅𝒕
𝒙

𝟏
 

𝟐
𝒅
𝒅𝒙

𝒚(𝒙)  =  −𝟑𝒚(𝒙) 

𝟐
𝒅𝒚
𝒚

 =  −𝟑𝒅𝒙 

𝟐�
𝒅𝒚
𝒚

 =  −𝟑�𝒅𝒙 

𝟐𝒍𝒏|𝒚| = −𝟑𝒙 + 𝒄 

𝒍𝒏|𝒚| =
−𝟑𝒙 + 𝒄

𝟐
 

�𝒚(𝒙)� = 𝒆
−𝟑𝒙+𝒄

𝟐  

𝒚(𝟏)נציב  כעת = −𝟏
𝟐

 : C כדי למצוא את 

�𝒚(𝟏)� = 𝒆
−𝟑+𝒄
𝟐 =

𝟏
𝟐

   =>     
−𝟑 + 𝒄
𝟐

= 𝒍𝒏
𝟏
𝟐

= −𝒍𝒏𝟐  =>   −𝟑 + 𝒄 = −𝟐𝒍𝒏𝟐  =>    𝒄 = 𝟑 − 𝟐𝒍𝒏𝟐 

�𝒚(𝒙)�  =  𝒆
−𝟑𝒙+𝟑−𝟐𝒍𝒏𝟐

𝟐  =   𝒆
−𝟑𝒙+𝟑

𝟐 ∙ 𝒆
−𝟐𝒍𝒏𝟐
𝟐  =   𝒆−

𝟑
𝟐(𝒙−𝟏) ∙ 𝒆−𝒍𝒏𝟐  =   𝒆−

𝟑
𝟐(𝒙−𝟏) ∙ 𝒆𝒍𝒏

𝟏
𝟐   =   

𝟏
𝟐
𝒆−

𝟑
𝟐(𝒙−𝟏) 

𝒚(𝟏)כדי לקיים  = −𝟏
𝟐

 ) :-1( -תוך הכפלת אגף ימין ב נסיר את הערך המוחלט מאגף שמאל ,

𝒚(𝒙) = −
𝟏
𝟐𝒆

−𝟑𝟐(𝒙−𝟏) 



 שימושי האינטגרל  .5
𝒚העקומה , את השטח ברביע הראשון הכלוא בין הצירים A(t)נסמן על ידי  = 𝒆−𝒙  והקו האנכיx=t ,t>0 . 

 :מצא את הגבולות. xאת נפח הגוף הנוצר על ידי סיבוב השטח הכלוא סביב ציר  V(t)נסמן על ידי 

∞→lim𝑡 .א 𝐴(𝑡) )5 ב  )'נקו  .lim𝑡→∞ 𝑉(𝑡)/𝐴(𝑡)  )10 ג )'נקו  .lim𝑡→0+ 𝑉(𝑡)/𝐴(𝑡) )10 נקו'( 

 :א פיתרון

 
 
 

𝑽(𝒕)

𝑨(𝒕)
  =   

𝝅
𝟐
∙
𝟏 − 𝒆−𝟐𝒕

𝟏 − 𝒆−𝒕
  =   

𝝅
𝟐
∙

(𝟏 − 𝒆−𝒕)(𝟏+ 𝒆−𝒕)
𝟏 − 𝒆−𝒕

 =   
𝝅
𝟐
∙ (𝟏 + 𝒆−𝒕)      =>       𝐥𝐢𝐦

𝒕→∞

𝑽(𝒕)

𝑨(𝒕)
=  
𝝅
𝟐
∙ 𝐥𝐢𝐦
𝒕→∞

(𝟏 + 𝒆−𝒕)  =  
𝝅
𝟐

 

 :גפיתרון 
𝐥𝐢𝐦
𝒕→0+

𝑽(𝒕)

𝑨(𝒕)
=  
𝝅
𝟐
∙ 𝐥𝐢𝐦
𝒕→0+

(𝟏 + 𝒆−𝒕) =  𝝅 

𝒚 = 𝒆−𝒙 

 

𝒙 = 𝒕 

𝑨(𝒕) = �𝒆−𝒙
𝒕

𝟎

𝒅𝒙 =  −𝒆−𝒙 �
𝒕
𝟎
� =  −(𝒆−𝒕 − 𝟏)  =  𝟏 − 𝒆−𝒕 

𝐥𝐢𝐦
𝒕→∞

𝑨(𝒕) =  𝐥𝐢𝐦
𝒕→∞

(𝟏 − 𝒆−𝒕) = 𝟏 

𝒅𝑽(𝒙)  =   𝝅𝒓𝟐𝒅𝒙  =   𝝅(𝒆−𝒙)𝟐𝒅𝒙  =   𝝅𝒆−𝟐𝒙𝒅𝒙 

𝑽(𝒕)  =   𝝅�𝒆−𝟐𝒙
𝒕

𝟎

𝒅𝒙  =   −
𝝅
𝟐 �
𝒆−𝟐𝒙 �

𝒕
𝟎
��    = 

=   −
𝝅
𝟐

(𝒆−𝟐𝒕 − 𝟏)   =    
𝝅
𝟐 �𝟏 − 𝒆−𝟐𝒕� 

 :בפיתרון 

 :בשיטת הדיסקות 𝑉(𝑡)חישוב 

 

 


