
 על גבולות והמשפט היסודי .1

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎   -כך ש b-ו aמצא את הערכים של  .א
𝒂∙𝒄𝒐𝒔(𝒙)−𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙)

𝒙𝟐
=  )'נק 12(הסבר את שיקוליך ,  𝟒

 :פיתרון

 :דרך הבנה, בקיצור 'שלב א
𝑥כאשר   → 𝑥א כאשר  "ז, מהמכנה 4המונה גדול פי  0 → 𝒂מתקיים   0 ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝒙) − 𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙) = 𝟒𝒙𝟐  

 :בדרך פורמאלית' שלב א
 :גבול של מנה שווה למנת הגבולות

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒂 ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝒙) − 𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙)
𝒙𝟐

= 𝟒    =>      
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

[𝒂 ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝒙)− 𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙)]

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

[𝒙𝟐] = 𝟒 

 :גבול של הפרש שווה להפרש הגבולות
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒂 ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝒙) − 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙)

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐
= 𝟒 

lim𝑥→0 -האגפים בהכפלת שני  𝑥2 : 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒂 ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝒙) − 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙) = 𝟒 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐 

 :'שלב ב
𝑥נציב  →  :ונקבל  0

𝒂 ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝟎±) − 𝒄𝒐𝒔(𝒃 ∙ 𝟎±) = 𝟒 ∙ (𝟎±)𝟐  =>   𝒂 ∙ 𝟏− − 𝟏− = 𝟎+   =>   𝒂− = 𝟎+ + 𝟏−  =>  𝒂 = 𝟏 

 

  :'שלב ג

𝒂  נציב = 𝟎� קבלונ בביטוי הנתון  𝟏
𝟎
 :כלל לופיטל כך שאפשר להפעיל, �

: 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔(𝒙) − 𝒄𝒐𝒔(𝒃𝒙)
𝒙𝟐

= �
𝟎
𝟎
� = 𝟒   →   𝑳𝒐𝒑𝒊𝒕𝒂𝒍  =>      𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

−𝒔𝒊𝒏(𝒙) + 𝒃 ∙ 𝒔𝒊𝒏(𝒃𝒙)
𝟐𝒙

= 𝟒     => 

 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎שוויון  ב תוך שימוש ממשיך 𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙) = 𝒂𝒙 

 

=>    𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

−𝒙 + 𝒃 ∙ 𝒃𝒙
𝟐𝒙

= 𝟒     =>     𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(−𝟏 + 𝒃𝟐)𝒙
𝟐𝒙

= 𝟒    =>     𝒃𝟐 = 𝟗    =>      𝒃 = ±𝟑 

 

𝒄𝒐𝒔(𝜶)   תוך שימוש בזהות ת התשובהדיקב - בשביל הספורט − 𝒄𝒐𝒔(𝜷) = −𝟐 ∙ 𝒔𝒊𝒏 �𝜶+𝜷
𝟐
� ∙ 𝒔𝒊𝒏 �𝜶−𝜷

𝟐
�: 

 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔(𝒙) − 𝒄𝒐𝒔(𝟑𝒙)
𝒙𝟐

 =  �
𝟎
𝟎
�    =   −𝟐 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏(𝟐𝒙) ∙ 𝒔𝒊𝒏(−𝒙)
𝒙𝟐

   =    𝟐 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏(𝟐𝒙) ∙ 𝒔𝒊𝒏(𝒙)
𝒙𝟐

  = 

 

=   𝟐 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟐𝒙 ∙ 𝒙
𝒙𝟐

  =   𝟐 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟐𝒙𝟐

𝒙𝟐
 =   𝟐 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝟐
𝟏

  =   𝟒 



𝒇(𝒙)מצא את משוואת המשיק לפונקציה   .ב = 𝟐 − ∫ 𝟗
𝟏+𝒕

𝒅𝒕𝒙𝟐+𝟏
 )'נק x=1) .13בנקודה  𝟐

 :פיתרון

𝒇(𝟏) ואת, על המשיק (𝒙𝟏,𝒚𝟏)כך שתהיה בידינו נקודה  𝑓(1)עלינו למצוא את 
 .𝒎 כך שנדע את שיפועו ′

 .חישוב האינטגרלולשם כך נדרש  ,𝑓(x)את ראשית עלינו למצוא , כלשהושרירותי  𝒄עבור  𝑓(c)למצוא את כדי 

𝒄 בשל היות, כאן =  :מתאפסגבולות האינטגרציה זה לזה והאינטגרל  שווים, 𝟏

𝒇(𝟏)  =  𝟐 −�
𝟗

𝟏 + 𝒕
𝒅𝒕

𝟏𝟐+𝟏

𝟐
  =   𝟐 − �

𝟗
𝟏 + 𝒕

𝒅𝒕
𝟐

𝟐
 =   𝟐 − 𝟎  =   𝟐   =>     (𝒙𝟏,𝒚𝟏) = (𝟏,𝟐) 

𝒄עבור המקרה הכללי שבו  את האינטגרל חשבבכל זאת נ ≠  : 𝑓(1)נקבל את  𝑓(x)-ומ, 𝑓(x)כדי לקבל את   𝟏

 ∫ 𝟗
𝟏+𝒕

𝒅𝒕𝒙𝟐+𝟏
𝟐  =   𝟗𝒍𝒏|𝒕 + 𝟏| �𝒙

𝟐+𝟏
𝟐
� = 𝟗�𝒍𝒏�𝒙𝟐 + 𝟏 + 𝟏� − 𝒍𝒏|𝟐 + 𝟏|�  =   𝟗𝒍𝒏 𝒙𝟐+𝟐

𝟑
 

𝒇(𝒙) = 𝟐 − 𝟗𝒍𝒏
𝒙𝟐 + 𝟐
𝟑

  =>    𝒇(𝟏) = 𝟐 − 𝟗𝒍𝒏𝟏 =  𝟐     =>     (𝒙𝟏,𝒚𝟏) = (𝟏,𝟐) 

𝑓(1)את כדי למצוא 
𝑓(x)את ראשית עלינו למצוא , ′

′.  

 :טרחנו למצוא "בכל זאת"זו ש -בצורתה המפורשת  𝑓(x)אנו יכולים לגזור את 

 𝒇(𝒙) = 𝟐 − 𝟗𝒍𝒏 𝒙𝟐+𝟐
𝟑

   =>    𝒇(𝒙)
′ = 𝟎 − 𝟗 𝟑

𝒙𝟐+𝟐
∙ 𝟐𝒙
𝟑

  =   −𝟏𝟖 𝒙
𝒙𝟐+𝟐

 

 :תוך שימוש במשפט היסודי, הפונקציה כפי שהיא נתונהאו לגזור את 

𝒇(𝒙) = 𝟐 − �
𝟗

𝟏 + 𝒕
𝒅𝒕

𝒙𝟐+𝟏

𝟐
 

𝒅
𝒅𝒙

𝒇(𝒙)  =  𝟎 −
𝒅
𝒅𝒙

�
𝟗

𝟏 + 𝒕
𝒅𝒕

𝒙𝟐+𝟏

𝟐
 =  −

𝒅
𝒅𝒖

�
𝟗

𝟏 + 𝒕
𝒅𝒕

𝒖

𝟐
∙
𝒅𝒖
𝒅𝒙

 =  −
𝟗

𝟏 + 𝒖
∙
𝒅𝒖
𝒅𝒙

  =   −
𝟗

𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝟏
∙ 𝟐𝒙  =  −𝟏𝟖

𝒙
𝒙𝟐 + 𝟐

 

𝒎 =  𝒇(𝟏)
′ =   −𝟏𝟖

𝟏
𝟏𝟐 + 𝟐

  =   −𝟔 

(𝒙𝟏,𝒚𝟏)כעת יש בידינו נקודה על המשיק  = 𝒎ויש לנו גם את שיפועו   (𝟏,𝟐) = −𝟔 

 :עליו וידוע שיפועושכאשר ידועה נקודה  ,ישר ו שלמשוואתמציאת נוסחה לנשתמש כעת ב

𝒚 − 𝒚𝟏 = 𝒎(𝒙 − 𝒙𝟏) 
𝒚 − 𝟐 = −𝟔(𝒙 − 𝟏)    =>     𝒚 = −𝟔𝒙 + 𝟖 

 
 

 



 חקירת פונקציות  .2
העתק את הטבלה למחברת הבחינה והגדר את סימני הנגזרות . בציור נתון קטע גרפי של פונקציה גזירה .א

  ).'נק 10(אפס /שלילי/כחיוביהמבוקשות בנקודות 

 ''y' y נקודה

P  קעירות(חיובי  )ירידה(שלילי( 

Q  פיתול(אפס  )עליה(חיובי( 

R  קמירות(שלילי  )עליה(חיובי( 

S  קמירות(שלילי  )מקסימום(אפס( 

T  קמירות(שלילי  )ירידה(שלילי( 

 

𝑓(𝑥)שרטט את גרף הפונקציה  .ב = �|(𝑥 − אין צורך בנגזרות אם הנך מסתמך על פרק ההקדמה : רמז. |(4

 ).'נק 15(או גרף ללא הסבר לא תתקבל /הצבה בעזרת מחשבון כיס ו. הסבר את שיקוליך. בספר הלימוד

 :פיתרון

𝒚משרטט  = 𝒙 )ומקבל  משקף החלק השלילי מעלה, )כחול-אדום𝒚 = |𝒙| )מפעיל שורש ומקבל , )אדום

𝒚 = �|𝒙| )יחידות ימינה ומקבל   4מזיז , )ירוק𝒚 = �|(𝒙 −  ). שחור נפרד( |(𝟒

 

    

 



 Napier's Inequalityהאינטגרל  + הנגזרת  .3

𝟎   -לפניך שתי הוכחות גרפיות לכך ש < 𝒂 < 𝒃  ⇒ 𝟏
𝒃

< 𝒍𝒏𝒃−𝒍𝒏𝒂
𝒃−𝒂

< 𝟏
𝒂

  

 .'נק 15 (b)וסעיף ' נק 10 (a)סעיף . הסבר את ההוכחה הגרפית בכל אחד מהמקרים

 aסעיף הסבר 

 
 bהסבר סעיף 

 

  

(𝒃, 𝒍𝒏𝒃) 

(𝒂, 𝒍𝒏𝒂) 

𝟏
𝒂

ערך הנגזרת של  - 𝐿1 משיקה יפועהוא ש 

𝒍𝒏𝒙  בנקודה(𝒂, 𝒍𝒏𝒂). 

𝒍𝒏𝒃−𝒍𝒏𝒂
𝒃−𝒂

𝐿2   -   𝒚𝟏−𝒚𝟐המיתר הוא שיפוע  
𝒙𝟏−𝒙𝟐

. 

𝟏
𝒃

ערך הנגזרת של  - 𝐿3 המשיק יפועהוא ש 

𝒍𝒏𝒙  בנקודה(𝒃, 𝒍𝒏𝒃). 

, 𝐿2גדול משיפוע  𝐿1 יפועששבאיור רואים 

𝐿3  : 𝟏אשר גדול משיפוע 
𝒃

< 𝒍𝒏𝒃−𝒍𝒏𝒂
𝒃−𝒂

< 𝟏
𝒂

 

𝟏אי השוויון  ת א
𝒃

< 𝒍𝒏𝒃−𝒍𝒏𝒂
𝒃−𝒂

< 𝟏
𝒂

 אפשר  

𝒃−𝒂:  לרשום גם כך
𝒃

< 𝒍𝒏𝒃 − 𝒍𝒏𝒂 < 𝒃−𝒂
𝒂

 

𝒃−𝒂
𝒃

 .גובהו xרוחבו  – הכחולהוא שטח המלבן  

𝒍𝒏𝒃 − 𝒍𝒏𝒂  לציר  הגרף שביןהוא השטחx - 

𝟏  האינטגרל של
𝒙

 .b-ל aבין   

𝒃−𝒂
𝒂

 .גובהו xרוחבו   –הכולל  שטח המלבן הוא 

ששטח המלבן הכחול מוכל  ניתן לראותאיור ב

וזה האחרון מוכל בשטח , בשטח שתחת הגרף

𝒃−𝒂: המלבן הכולל
𝒃

< 𝒍𝒏𝒃 − 𝒍𝒏𝒂 < 𝒃−𝒂
𝒂

 

𝒃 − 𝒂 

𝒍𝒏𝒃 − 𝒍𝒏𝒂 

�𝒂,
𝟏
𝒂
� 

�𝒃,
𝟏
𝒃
� 

𝒃 − 𝒂 

𝟏
𝒂

 

𝟏
𝒃

 



 משוואה דיפרנציאלית ניתנת להפרדה .4

 מתפשטלתאר את האופן שבו מידע כדי  (Social Diffusion)" דיפוזיה סוציאלית"סוציולוגים משתמשים במונח 

שיש להם המידע מתואר כפונקציה דיפרנציאלית  xמספר האנשים , כאשר האוכלוסייה גדולה. באוכלוסייה

יחסי למספר האנשים שיש להם המידע כפול מספר האנשים שאין להם , dx/dt, קצב הדיפוזיה. בזמן) גזירה(

 . האנשים באוכלוסייה ם של כללאת מספר Nנסמן על ידי . kמקדם היחס הוא . המידע

 .איש 1000ושני אנשים מתחילים להפיץ את השמועה באוכלוסייה של , k=1/250, בימים t-נניח ש

 )'נק 5(רשום את המשוואה הדיפרנציאלית  .א

 )'נק t )15-כתלות ב xצא את מ .ב

 )'נק 5(?    מתי מחצית האוכלוסייה תשמע אודות השמועה .ג

 
 :רישום המשוואה הדיפרנציאלית – 'פיתרון א

𝒙(𝒕) is the 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑖𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒𝑑 𝑝𝑒𝑜𝑝𝑙 at any given time, 𝒙(𝟎) = 𝟐 

𝑵 = 𝟏𝟎𝟎𝟎    is the 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛   => 

𝑵− 𝒙(𝒕)  is the 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑛𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒𝑑 𝑝𝑒𝑜𝑝𝑙𝑒 𝑎𝑡 𝑎𝑛𝑦 𝑔𝑖𝑣𝑒𝑛 𝑡𝑖𝑚𝑒 

𝒌 = 𝟏/𝟐𝟓𝟎 is the 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑜𝑓 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑡𝑖𝑜𝑛 

 :חסרי המידעהאנשים קצב הדיפוזיה יחסי למכפלת מספר האנשים בעלי המידע במספר 
𝒅𝒙(𝒕)

𝒅𝒕
= 𝒌 ∙ 𝒙(𝒕) ∙ �𝑵 − 𝒙(𝒕)� 

 :t-כתלות ב  xמציאת  – 'פיתרון ב

 
𝒅𝒙(𝒕)

𝒅𝒕
= 𝒌 ∙ 𝒙(𝒕) ∙ �𝑵 − 𝒙(𝒕)�      =>       

𝒅𝒙(𝒕)

𝒙(𝒕) ∙ �𝑵 − 𝒙(𝒕)�
= 𝒌 ∙ 𝒅𝒕     =>        

𝒅𝒙(𝒕)

𝒙(𝒕) ∙ �𝒙(𝒕) −𝑵�
= −𝒌 ∙ 𝒅𝒕 

�
𝟏

𝒙 ∙ (𝒙 − 𝑵)

𝒙(𝒕)

𝒙(𝟎)

𝒅𝒙    =   −𝒌 �𝒅𝑻
𝒕

𝒕𝟎

 

 :שבאגף שמאל לשברים חלקיים נפרק את האינטגרנד

𝟏
𝒙 ∙ (𝒙 − 𝑵)   =    

𝑨
𝒙

+
𝑩

𝒙 − 𝑵
  =   

𝑨(𝒙 − 𝑵) + 𝑩𝒙
𝒙(𝒙 − 𝑵)  =   

(𝑨 + 𝑩)𝒙 − 𝑵𝑨
𝒙(𝒙 − 𝑵)  =>   �

𝑨 + 𝑩 = 𝟎
−𝑵𝑨 = 𝟏

�   => 

=>   �
𝑩 = −𝑨 = 𝟏/𝑵
𝑨 = −𝟏/𝑵

�            =>              
𝟏

𝒙 ∙ (𝒙 − 𝑵)   =  
−𝟏/𝑵
𝒙

+
𝟏/𝑵
𝒙 − 𝑵

  =   
𝟏
𝑵
�

𝟏
𝒙 − 𝑵

−
𝟏
𝒙
� 

 :כך אם כן להיכתב היכולאליה הגענו קודם  תליהאינטגראהמשוואה 

𝟏
𝑵

� �
𝟏

𝒙 − 𝑵
−
𝟏
𝒙
�𝒅𝒙

𝒙(𝒕)

𝒙(𝟎)

    =   −𝒌 �𝒅𝑻
𝒕

𝒕𝟎

 

 .פיתרון המשוואה בעמוד הבא. כעת האינטגרל שבאגף שמאל פתיר

  



𝟏
𝑵

� �
𝟏

𝒙 − 𝑵
−
𝟏
𝒙
�𝒅𝒙

𝒙(𝒕)

𝒙(𝟎)

    =   −𝒌 �𝒅𝑻
𝒕

𝒕𝟎

      =>        � �
𝟏

𝒙 − 𝑵
−
𝟏
𝒙
�𝒅𝒙

𝒙(𝒕)

𝒙(𝟎)

    =   −𝒌𝑵 �𝒅𝑻
𝒕

𝒕𝟎

  => 

[𝒍𝒏|𝒙 − 𝑵| − 𝒍𝒏|𝒙| � �
𝒙(𝒕)

𝒙(𝟎)
�  =  −𝒌𝑵[𝑻� �

𝒕
𝒕𝟎
�       =>      𝑙𝑛 �

𝒙 − 𝑵
𝒙

� �
𝒙(𝒕)

𝒙(𝟎)
� = −𝒌𝑵[𝑻� �

𝒕
𝒕𝟎
�      => 

𝒍𝒏 �
𝒙(𝒕) −𝑵
𝒙(𝒕)

� − 𝒍𝒏 �
𝒙(𝟎) −𝑵
𝒙(𝟎)

�  =  −𝒌𝑵(𝒕 − 𝒕𝟎)     =>      𝒍𝒏 �
𝒙(𝒕) −𝑵
𝒙(𝒕)

∙
𝒙(𝟎)

𝒙(𝟎) −𝑵
� =  −𝒌𝑵(𝒕 − 𝒕𝟎)     => 

=>     �
𝒙(𝒕) −𝑵
𝒙(𝒕)

∙
𝒙(𝟎)

𝒙(𝟎) −𝑵
� = 𝒆−𝒌𝑵(𝒕−𝒕𝟎)       =>       𝒙(𝒕) −𝑵 =  𝒙(𝒕) ∙

𝒙(𝟎) −𝑵
𝒙(𝟎)

𝒆−𝒌𝑵(𝒕−𝒕𝟎)     => 

=>     𝒙(𝒕) − 𝒙(𝒕) ∙
𝒙(𝟎) −𝑵
𝒙(𝟎)

𝒆−𝒌𝑵(𝒕−𝒕𝟎) = 𝑵      =>       𝒙(𝒕) �𝟏 −
𝒙(𝟎) −𝑵
𝒙(𝟎)

𝒆−𝒌𝑵(𝒕−𝒕𝟎)� = 𝑵       => 

𝒙(𝒕) =
𝑵

𝟏 −
𝒙(𝟎) −𝑵
𝒙(𝟎)

𝒆−𝒌𝑵(𝒕−𝒕𝟎)
     =      

𝑵

𝟏 +
𝑵− 𝒙(𝟎)
𝒙(𝟎)

𝒆−𝒌𝑵(𝒕−𝒕𝟎)
    =       

𝑵

𝟏 +
𝑵− 𝒙(𝟎)
𝒙(𝟎)

𝒆−𝒌𝑵∙𝒕
 

 :שקיבלנו פונקציהבדיקת היתכנות ל

𝒕כאשר  =  .פי שאמור להיותכ 𝒙(𝟎)אם כך ערך הפונקציה הוא ו 𝑵/𝒙(𝟎)המכנה שווה  𝟎

𝒕כאשר  →  .פי שאמור להיותכ 𝑵 -שואף לאם כך ערך הפונקציה ו 1 -המכנה שואף ל ∞

 .שקיבלנו נכונה כנראה פונקציהה

 

 :'גפיתרון 

𝑵נציב  , מתי מחצית האוכלוסייה תשמע אודות השמועה די לדעתכ
𝟐

 : tאת  ונחלץ 𝒙(𝒕)במקום   

𝑵
𝟐

=
𝑵

𝟏 +
𝑵− 𝒙(𝟎)
𝒙(𝟎)

𝒆−𝒌𝑵∙𝒕
   =>     

𝟏
𝟐

=
𝟏

𝟏 +
𝑵 − 𝒙(𝟎)
𝒙(𝟎)

𝒆−𝒌𝑵∙𝒕
   =>     

𝟏
𝟐

=
𝒙(𝟎)

𝒙(𝟎) + (𝑵− 𝒙(𝟎))𝒆−𝒌𝑵∙𝒕
   => 

𝒙(𝟎) + �𝑵 − 𝒙(𝟎)�𝒆−𝒌𝑵∙𝒕 = 2𝒙(𝟎)    =>     �𝑵 − 𝒙(𝟎)�𝒆−𝒌𝑵∙𝒕 = 𝒙(𝟎)    =>     𝒆−𝒌𝑵∙𝒕 =
𝒙(𝟎)

𝑵− 𝒙(𝟎)
   => 

=>     𝑙𝑛𝒆−𝒌𝑵∙𝒕 = 𝒍𝒏
𝒙(𝟎)

𝑵− 𝒙(𝟎)
    =>    −𝒌𝑵 ∙ 𝒕 = 𝒍𝒏

𝒙(𝟎)

𝑵− 𝒙(𝟎)
   =>     𝑡 = −

𝟏
𝒌𝑵

𝒍𝒏
𝒙(𝟎)

𝑵− 𝒙(𝟎)
   => 

𝒕 =  
𝟏
𝒌𝑵

𝒍𝒏
𝑵 − 𝒙(𝟎)

𝒙(𝟎)
  =    

𝟏
𝟒
𝒍𝒏
𝟏𝟎𝟎𝟎 − 𝟐

𝟐
  =    

𝟏
𝟒
𝒍𝒏
𝟗𝟗𝟖
𝟐

  ≈  𝟏.𝟓𝟑 𝒅𝒂𝒚𝒔 
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 .מטרים 𝒉 עומק המים במיכל הוא. מטרים R=13נתון מיכל כדורי שרדיוסו 

 . (R,0)שרטט מערכת צירים קרטזית כך שמרכז המעגל יהיה בנקודה  .א

 .)'נק 𝒉 ) .15  -כתלות ב השתמש בשיטת הדסקות כדי לחשב את נפח המים במיכל

 :'פיתרון א

 

 
𝒅𝑽 =  𝝅𝒓𝟐𝒅𝒚  =   𝝅𝒙𝟐𝒅𝒚  =  −𝝅�𝒚𝟐 − 𝟐𝑹 ∙ 𝒚�𝒅𝒚 

𝑽(𝒉) = −𝝅��𝒚𝟐 − 𝟐𝑹 ∙ 𝒚�𝒅𝒚
𝒉

𝟎

= −𝝅�
𝒚𝟑

𝟑
� − 𝑹𝒚𝟐 �

𝒉
𝟎
� = −𝝅�

𝒉𝟑

𝟑
− 𝑹𝒉𝟐� = 𝝅�𝑹𝒉𝟐 −

𝒉𝟑

𝟑
�   [𝒎𝟑] 

𝑽(𝒉) = 𝝅𝒉𝟐 �𝑹 −
𝒉
𝟑
�   [𝒎𝟑] 

 
 

 . מטרים מעוקבים לדקה 6המים בורחים מהמיכל בקצב של  .ב

 .)'נק 10(? מטרים 8המים במיכל כאשר עומקם הוא  עומקמהו קצב השינוי של 

 :'פיתרון ב

𝑮𝒊𝒗𝒆𝒏:  
𝒅𝑽
𝒅𝒕

= −𝟔𝒎𝟑 𝒎𝒊𝒏⁄                      
𝒅𝒉
𝒅𝒕

�
𝒉 = 𝟖𝒎

� =? 

𝒅𝒉
𝒅𝒕

=
𝒅𝒉
𝒅𝑽

∙
𝒅𝑽
𝒅𝒕

=
𝒅𝒉
𝒅𝑽

∙ (−𝟔) 

𝑽(𝒉) = 𝝅�𝑹𝒉𝟐 −
𝒉𝟑

𝟑
�        =>         

𝒅𝑽
𝒅𝒉

= 𝝅(𝟐𝑹𝒉− 𝒉𝟐) =  𝝅𝒉(𝟐𝑹 − 𝒉)    =>     
𝒅𝒉
𝒅𝑽

=
𝟏

𝝅𝒉(𝟐𝑹 − 𝒉) 

𝒅𝒉
𝒅𝒕

=
𝒅𝒉
𝒅𝑽

∙
𝒅𝑽
𝒅𝒕

 =  
𝟏

𝝅𝒉(𝟐𝑹 − 𝒉) ∙
(−𝟔)   =>      

𝒅𝒉
𝒅𝒕

 =  −
𝟔

𝝅𝒉(𝟐𝑹− 𝒉) 

𝒅𝒉
𝒅𝒕

�
𝒉 = 𝟖

� =  −
𝟔

𝟖𝝅(𝟐 ∙ 𝟏𝟑 − 𝟖)  =  −
𝟏

𝟐𝟒𝝅
  [𝒎 𝒎𝒊𝒏⁄ ] 

 .בשל בריחת המים מהמיכל, כצפוי, א עומק המים פוחת"ז, שהתקבל הינו שלילי המים עומקקצב שינוי 

(𝟎,𝟏𝟑) 

𝒙 

𝒚 

𝒘𝒂𝒕𝒆𝒓 𝒍𝒆𝒗𝒆𝒍:    𝒚 = 𝒉 

 𝒓 = 𝒙 

 

𝒅𝒚 
𝒚 

𝒙𝟐 + (𝒚 − 𝑹)𝟐 = 𝑹𝟐 

𝒙𝟐 = 𝑹𝟐 − (𝒚 − 𝑹)𝟐 

𝒙𝟐 = −(𝒚𝟐 − 𝟐𝑹 ∙ 𝒚) 

 

 

𝑹 


