
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝒙𝒙 

𝒂𝒂 

�…�𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 ∙ 𝒅𝒙𝒙 

𝒙𝒙 =
𝒂𝒂

𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕 

�𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 = 𝒂𝒂 ∙ 𝐭𝐚𝐧 𝒕𝒕 

�𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 

𝑡 

𝑡 

𝒙𝒙 𝒂𝒂 
�…�𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐 ∙ 𝒅𝒙𝒙 

𝒙𝒙 = 𝒂𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕 

�𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐 = 𝒂𝒂𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕 

�𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐 

𝒙𝒙 

𝒂𝒂 

�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 
�…�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝒅𝒙𝒙 

𝒙𝒙 = 𝒂𝒂 𝒕𝒕𝒈 𝒕𝒕 

�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 =
𝒂𝒂

𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕   =>    𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 =
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 
𝑡 



∫  חשב את  : 1 דוגמה 𝟏
�𝒙𝒙𝟐𝟐−𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒅𝒙𝒙 

𝒙𝒙𝟐𝟐√מזהה באינטגרנד   − 𝒂𝒂𝟐𝟐  במשולש ישר זווית אשר בו   ניצבומבין שזהו 𝒙𝒙 ו היתרהוא- 𝒂𝒂 הוא הניצב השני . 

𝒙𝒙𝟐𝟐√כי הרי  ? מדוע − 𝒂𝒂𝟐𝟐 קטן מ- 𝒙𝒙  , וגם𝒂𝒂 קטן מ- 𝒙𝒙  ,  אז𝒙𝒙 חייב להיות היתר . 

𝒙𝒙𝟐𝟐√ הניצב את הזווית שמול 𝒕𝒕 -מסמן ב − 𝒂𝒂𝟐𝟐. 

 

 

𝒙𝒙 =
𝒂𝒂

𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕       =>         
𝒅𝒙𝒙
𝒅𝒕𝒕 =

−𝒂𝒂 ∙ (−𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕)
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕       =>        𝒅𝒙𝒙 =

𝒂𝒂 ∙ 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 𝒅𝒕𝒕 

�
𝟏

√𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐
𝒅𝒙𝒙      =      �

𝟏
𝒂𝒂 ∙ 𝐭𝐚𝐧 𝒕𝒕

∙
𝒂𝒂 ∙ 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 𝒅𝒕𝒕     =      �

𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕
𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕 ∙

𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕    = 

= �
𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕    =    �

𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕
𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕      →     �𝒖 = 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕           

𝒅𝒖 = 𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕 ∙ 𝒅𝒕𝒕
�     ←    𝑎𝑛𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 

�
𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕   =   �
𝟏

𝟏 − 𝒖𝟐𝟐 𝒅𝒖   =  �
𝟏

(𝟏 − 𝒖)(𝟏+ 𝒖)𝒅𝒖   =   ��
𝑨

𝟏 − 𝒖
+

𝑩
𝟏 + 𝒖�𝒅𝒖 

 .של סכוםפשוט אינטגרל ל אינטגרל מסובך של מכפלהמ עבורנובכך 𝑩 -ו 𝑨את  באמצעות פירוק לשברים חלקיים נמצא

𝟏
(𝟏 − 𝒖)(𝟏 + 𝒖)  =   

𝑨
𝟏 − 𝒖 +

𝑩
𝟏 + 𝒖  =   

𝑨(𝟏 + 𝒖) + 𝑩(𝟏 − 𝒖)
(𝟏 − 𝒖)(𝟏 + 𝒖)  =   

(𝑨− 𝑩)𝒖+ 𝑨 + 𝑩
(𝟏 − 𝒖)(𝟏 + 𝒖)  

𝟏 = (𝑨−𝑩)𝒖+ 𝑨 +𝑩   =>    �𝑨 − 𝑩 = 𝟎   
𝑨 + 𝑩 = 𝟏   

� =>   2𝑨 = 𝟏   =>   𝑨 =
𝟏
𝟐𝟐

   =>    𝑩 =
𝟏
𝟐𝟐

 

𝟏
(𝟏 − 𝒖)(𝟏 + 𝒖)    =     

𝟏
𝟐𝟐

𝟏 − 𝒖 +
𝟏
𝟐𝟐

𝟏 + 𝒖    =      
𝟏
𝟐𝟐 �

𝟏
𝟏 − 𝒖 +

𝟏
𝟏 + 𝒖�    =     

𝟏
𝟐𝟐 �

𝟏
𝒖 + 𝟏 −

𝟏
𝒖 − 𝟏� 

".שכחתי לחלק בנגזרת הפנימית"נמנעת כך הטעות של . 1דאגנו לכך שנגזרת המכנה תהייה  בשלב האחרון  

  

𝒙𝒙𝟐𝟐√  -מטריגו בסיסי מבין ש − 𝒂𝒂𝟐𝟐 = 𝒂𝒂 ∙ 𝐭𝐚𝐧 𝒕𝒕  )קל(, 

𝒙𝒙 -גם ש מבין, ובכן ?𝒅𝒙𝒙אבל מה להציב במקום  = 𝒂𝒂
𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕

 

�𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 

𝒕𝒕 

𝒙𝒙 

𝒂𝒂 



 :במקום כאינטגרל של מכפלה) הפרש במקרה דנן(כעת אפשר לרשום את האינטגרל כאינטגרל של סכום 

�
𝟏

(𝟏 − 𝒖)(𝟏+ 𝒖)𝒅𝒖    =     
𝟏
𝟐𝟐��

𝟏
𝒖+ 𝟏

−
𝟏

𝒖 − 𝟏�𝒅𝒖   =    
𝟏
𝟐𝟐

(𝒍𝒏|𝒖+ 𝟏| − 𝒍𝒏|𝒖 − 𝟏|)    = 

𝟏
𝟐𝟐 𝒍𝒏 �

𝒖 + 𝟏
𝒖 − 𝟏�

   =   
𝟏
𝟐𝟐 𝒍𝒏 �

𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕 + 𝟏
𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕 − 𝟏�

 =    
𝟏
𝟐𝟐 𝒍𝒏

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕   =    

𝟏
𝟐𝟐 𝒍𝒏

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕 ∙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕   =    

=    
𝟏
𝟐𝟐 𝒍𝒏

(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕)𝟐𝟐

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒕𝒕   =    
𝟏
𝟐𝟐 𝒍𝒏

(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕)𝟐𝟐

𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕   =    𝒍𝒏�
(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕)𝟐𝟐

𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕   =    𝒍𝒏 �
𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕 �    = 

 

=    𝒍𝒏 �
𝟏 + √𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒙𝒙
𝒂𝒂
𝒙𝒙

�    =   𝒍𝒏 �
𝒙𝒙 + √𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒂𝒂 �    =    𝒍𝒏 �𝒙𝒙 + �𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐� − 𝒍𝒏|𝒂𝒂| + 𝒄 

 :לסיכום

�
𝟏

√𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐
𝒅𝒙𝒙   =    𝒍𝒏 �𝒙𝒙 + �𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐� + 𝑪 

  

�𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 
𝒕𝒕 

𝒙𝒙 

𝒂𝒂 

 
𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕   =    

�𝒙𝒙𝟐𝟐−𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒙𝒙
                      𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕   =    𝒂𝒂

𝒙𝒙
                                                    

                                       



𝒙𝒙𝟐𝟐√∫  חשב את  :הופכיתה 1 דוגמה − 𝒂𝒂𝟐𝟐 𝒅𝒙𝒙 )כפי שתכף נראה, עיקר העבודה נעשתה כבר קודם.( 

�𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 = 𝒂𝒂 ∙ 𝒕𝒕𝒂𝒂𝒏 𝒕𝒕 

𝒙𝒙 =
𝒂𝒂

𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕       =>         
𝒅𝒙𝒙
𝒅𝒕𝒕 =

−𝒂𝒂 ∙ (−𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕)
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕       =>        𝒅𝒙𝒙 =

𝒂𝒂 ∙ 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 𝒅𝒕𝒕 

��𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 𝒅𝒙𝒙    =    �𝒂𝒂 ∙ 𝐭𝐚𝐧 𝒕𝒕 ∙
𝒂𝒂 ∙ 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 𝒅𝒕𝒕     =     𝒂𝒂𝟐𝟐 �

𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕 

�𝒖 ∙ 𝒅𝒗     =     𝒖 ∙ 𝒗 − �𝒗 ∙ 𝒅𝒖 

�
𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕   =  −�𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕 ∙

− 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕 𝒅𝒕𝒕   →  �

𝒖 = 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕              =>   𝒅𝒖 = 𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕 ∙ 𝒅𝒕𝒕

𝒅𝒗 =
−𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕

𝒅𝒕𝒕 =>   𝒗 = −
𝟏
𝟐𝟐 ∙

𝟏
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕

� 

�
𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕   =  −�−

𝟏
𝟐𝟐 ∙

𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 +

𝟏
𝟐𝟐�

𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕�     =       

𝟏
𝟐𝟐 �

𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 − �

𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕� 

 

 

�
𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕

𝒅𝒕𝒕  = �
𝟏

√𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐
𝒅𝒙𝒙  =  𝒍𝒏 �𝒙𝒙 + �𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐�    𝒂𝒂𝒔 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒆𝒅 𝒊𝒏  𝒆𝒙𝒙𝒂𝒂𝒎𝒑𝒍𝒆 𝟏 

 

��𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 𝒅𝒙𝒙      =     𝒂𝒂𝟐𝟐 �
𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕      =       𝒂𝒂𝟐𝟐 ∙

𝟏
𝟐𝟐 �

𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 − �

𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕�     = 

=  
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 �
𝒙𝒙√𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒍𝒏 �𝒙𝒙 + �𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐��    =     
𝒙𝒙√𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 −
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 𝒍𝒏 �𝒙𝒙 + �𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐�+ 𝑪 

𝒔𝒐𝒎𝒆𝒕𝒕𝒊𝒎𝒆𝒔 𝒘𝒓𝒊𝒕𝒕𝒕𝒕𝒆𝒏:     ��𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 𝒅𝒙𝒙     =      
𝒙𝒙√𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐  −  
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 �
𝟏

√𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐
𝒅𝒙𝒙 + 𝑪 

                           

                                       

�𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 
𝒕𝒕 

𝒙𝒙 

𝒂𝒂 

 
𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕

  =    
√𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒙𝒙
∙
𝒙𝒙𝟐𝟐

𝒂𝒂𝟐𝟐
  =    

𝒙𝒙√𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒂𝒂𝟐𝟐
 

                                       



∫  חשב את  :2 דוגמה 𝟏
�𝒂𝒂𝟐𝟐−𝒙𝒙𝟐𝟐

𝒅𝒙𝒙 

𝒂𝒂𝟐𝟐√מזהה באינטגרנד   − 𝒙𝒙𝟐𝟐  במשולש ישר זווית אשר בו   ניצבומבין שזהו 𝒂𝒂 ו היתרהוא- 𝒙𝒙 הוא הניצב השני . 

𝒂𝒂𝟐𝟐√כי  ? מדוע − 𝒙𝒙𝟐𝟐 קטן מ- 𝒂𝒂  , וגם𝒙𝒙 קטן מ- 𝒂𝒂  ,  אז𝒂𝒂 חייב להיות היתר . 

 .𝒙𝒙 הניצב את הזווית שמול 𝒕𝒕 -מסמן ב

 

 

𝒙𝒙 = 𝒂𝒂𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕       =>         
𝒅𝒙𝒙
𝒅𝒕𝒕 = 𝒂𝒂𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕       =>        𝒅𝒙𝒙 = 𝒂𝒂𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕 𝒅𝒕𝒕 

�
𝟏

√𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐
𝒅𝒙𝒙   =   �

𝟏
𝒂𝒂𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕 ∙ 𝒂𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕    =   �𝒅𝒕𝒕    =      𝒕𝒕    =     𝒂𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏

𝒙𝒙
𝒂𝒂 

 

 

 

  

𝒂𝒂𝟐𝟐√  -מטריגו בסיסי מבין ש − 𝒙𝒙𝟐𝟐 = 𝒂𝒂𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕  )ילקל(, 

𝒙𝒙 -מבין גם ש, ובכן ? 𝒅𝒙𝒙אבל מה להציב במקום  = 𝒂𝒂𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕 �𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐 

𝒕𝒕 

𝒂𝒂 𝒙𝒙 

�
𝟏

√𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐
𝒅𝒙𝒙   =     𝒂𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏

𝒙𝒙
𝒂𝒂 + 𝑪 

�𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐 

𝒂𝒂 𝒙𝒙 

𝒕𝒕 = 𝒂𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏 𝒙𝒙
𝒂𝒂
                                                    

                                       



𝒂𝒂𝟐𝟐√∫  חשב את  :הופכיתה 2 דוגמה − 𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒅𝒙𝒙. 

�𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐 = 𝒂𝒂𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕 

𝒙𝒙 = 𝒂𝒂𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕       =>         
𝒅𝒙𝒙
𝒅𝒕𝒕 = 𝒂𝒂𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕       =>        𝒅𝒙𝒙 = 𝒂𝒂𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕 

��𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒅𝒙𝒙   = �𝒂𝒂𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕 ∙ 𝒂𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕 𝒅𝒕𝒕  =   𝒂𝒂𝟐𝟐 �𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕   =   
𝟏
𝟐𝟐𝒂𝒂

𝟐𝟐 �(𝐜𝐨𝐬𝟐𝟐𝒕𝒕 + 𝟏)𝒅𝒕𝒕  = 

=     
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 �
𝐬𝐢𝐧𝟐𝟐𝒕𝒕
𝟐𝟐 + 𝒕𝒕�    =   

𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 �
𝟐𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕 𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕

𝟐𝟐 + 𝒕𝒕�    =   
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐
[𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕 𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕 + 𝒕𝒕]    = 

 

 

=   
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 �
𝒙𝒙
𝒂𝒂 ∙

√𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐

𝒂𝒂 + 𝒂𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏
𝒙𝒙
𝒂𝒂�      =      

𝒙𝒙√𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟐𝟐  +  
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 𝒂𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏
𝒙𝒙
𝒂𝒂  

 :לסיכום

��𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒅𝒙𝒙    =     
𝒙𝒙√𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟐𝟐  +  
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 𝒂𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏
𝒙𝒙
𝒂𝒂

 +  𝑪 

𝒔𝒐𝒎𝒆𝒕𝒕𝒊𝒎𝒆𝒔 𝒘𝒓𝒊𝒕𝒕𝒕𝒕𝒆𝒏:     ��𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒅𝒙𝒙     =      
𝒙𝒙√𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐

𝟐𝟐  +  
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 �
𝟏

√𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐
𝒅𝒙𝒙  +  𝑪 

  

𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕   =    
𝒙𝒙
𝒂𝒂

                      𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕   =    
√𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐

𝒂𝒂
 

                                       
�𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐 

𝒂𝒂 𝒙𝒙 

𝒕𝒕 = 𝒂𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏 𝒙𝒙
𝒂𝒂
                                                    

                                       



∫  חשב את  :3 דוגמה 𝟏
�𝒙𝒙𝟐𝟐+𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒅𝒙𝒙 

𝒙𝒙𝟐𝟐√ מזהה באינטגרנד + 𝒂𝒂𝟐𝟐 במשולש ישר זווית אשר בו   יתר ומבין שזהו 𝒙𝒙 ו- 𝒂𝒂  ניצביםהם . 

 .𝒙𝒙 הניצב הזווית שמולאת  𝒕𝒕 -מסמן ב

 

 

𝒙𝒙 = 𝒂𝒂 𝐭𝐚𝐧 𝒕𝒕       =>         
𝒅𝒙𝒙
𝒅𝒕𝒕 =

𝒂𝒂
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕       =>        𝒅𝒙𝒙 =

𝒂𝒂
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕 

�
𝟏

√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐
𝒅𝒙𝒙   =  �

𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕
𝒂𝒂 ∙

𝒂𝒂
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕   =   �

𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕  =  … … …  =    

= 𝒍𝒏 �
𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕 �    (𝒂𝒂𝒔 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒆𝒅 𝒊𝒏 𝒆𝒙𝒙𝒂𝒂𝒎𝒑𝒍𝒆 𝟏)    = 

 

 

 

=    𝒍𝒏 �
𝟏 + 𝒙𝒙

√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐
𝒂𝒂

√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐
�     =     𝒍𝒏 �

√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 + 𝒙𝒙

𝒂𝒂
�     =    𝒍𝒏 �𝒙𝒙 + �𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐� − 𝒍𝒏|𝒂𝒂| + 𝒄 

 :לסיכום

�
𝟏

√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐
𝒅𝒙𝒙   =    𝒍𝒏 �𝒙𝒙 + �𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐� + 𝑪 

  

𝒙𝒙𝟐𝟐√  -מטריגו בסיסי מבין ש + 𝒂𝒂𝟐𝟐 = 𝒂𝒂
𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕 

𝒙𝒙 -מבין גם ש, ובכן ?𝒅𝒙𝒙אבל מה להציב במקום  = 𝒂𝒂 𝐭𝐚𝐧 𝒕𝒕 𝒂𝒂 

�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 

𝒕𝒕 = 𝒂𝒂𝒓𝒄𝒕𝒕𝒈 𝒙𝒙
𝒂𝒂
                                                    

                                       
𝒂𝒂 

𝒙𝒙 

𝒕𝒕 

�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 𝒙𝒙 

𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕   =    
𝒙𝒙

√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐
                 𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕   =    

𝒂𝒂
√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐

 

                                       



𝒙𝒙𝟐𝟐√∫  חשב את  :הופכיתה 3 דוגמה + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝒅𝒙𝒙 

�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 =
𝒂𝒂

𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕 

𝒙𝒙 = 𝒂𝒂 𝐭𝐚𝐧 𝒕𝒕       =>         
𝒅𝒙𝒙
𝒅𝒕𝒕 =

𝒂𝒂
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕       =>        𝒅𝒙𝒙 =

𝒂𝒂
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕 

��𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝒅𝒙𝒙   =  �
𝒂𝒂

𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕 ∙
𝒂𝒂

𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕   =   𝒂𝒂𝟐𝟐 �
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕  

�
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕  =   �
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕 ∙
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕     →  �
𝒖 =

𝟏
𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕              =>   𝒅𝒖 =

𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 ∙ 𝒅𝒕𝒕

𝒅𝒗 =
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕    =>    𝒗 = 𝒕𝒕𝒂𝒂𝒏 𝒕𝒕           
� 

�𝒖 ∙ 𝒅𝒗     =     𝒖 ∙ 𝒗 − �𝒗 ∙ 𝒅𝒖 

�
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕    =      
𝒕𝒕𝒂𝒂𝒏 𝒕𝒕
𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕 − �𝒕𝒕𝒂𝒂𝒏 𝒕𝒕

𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 ∙ 𝒅𝒕𝒕   =      

𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 − �

𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕     = 

�
𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕

𝒅𝒕𝒕  =   
𝟏
𝟐𝟐
�
𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕

− �
𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕

𝒅𝒕𝒕�    𝒂𝒂𝒔 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒆𝒅 𝒊𝒏 𝒆𝒙𝒙𝒂𝒂𝒎𝒑𝒍𝒆 𝟏 𝒓𝒆𝒄𝒊𝒑𝒓𝒐𝒄𝒂𝒂𝒍 

�
𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕

𝒅𝒕𝒕 =  𝒍𝒏 �
𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕

�    𝒂𝒂𝒔 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒆𝒅 𝒊𝒏 𝒆𝒙𝒙𝒂𝒂𝒎𝒑𝒍𝒆 𝟏 

=  
𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 −  

𝟏
𝟐𝟐 �

𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 − 𝒍𝒏 �

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕 ��     =     

𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 −

𝟏
𝟐𝟐  
𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 +

𝟏
𝟐𝟐 𝒍𝒏 �

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒕
𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕 �    = 

=   
𝟏
𝟐𝟐  
𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕  +  

𝟏
𝟐𝟐 𝒍𝒏 �

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕
𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕 �   = 

  בעמוד הבא המשך



 

 

=      
𝟏
𝟐𝟐  

𝒙𝒙
√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐

∙
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒂𝒂𝟐𝟐  +
𝟏
𝟐𝟐 𝒍𝒏 �

𝟏+ 𝒙𝒙
√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐
𝒂𝒂

√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐
�    = 

=    
𝟏
𝟐𝟐  
𝒙𝒙√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒂𝒂𝟐𝟐  +  
𝟏
𝟐𝟐 𝒍𝒏 �

√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 + 𝒙𝒙
𝒂𝒂 �    =    �

𝟏
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕 

��𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝒅𝒙𝒙   =   𝒂𝒂𝟐𝟐 �
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕     =      
𝒙𝒙√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐  +   
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 𝒍𝒏 �
𝒙𝒙 + √𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒂𝒂 �   = 

=  
𝒙𝒙√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 + 
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 𝒍𝒏 �𝒙𝒙+ �𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐� − 𝒍𝒏|𝒂𝒂| + 𝒄 

 :לסיכום

��𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝒅𝒙𝒙    =     
𝒙𝒙√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 +  
𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟐𝟐 𝒍𝒏 �𝒙𝒙 + �𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐� + 𝑪 

  

𝒔𝒊𝒏 𝒕𝒕   =    
𝒙𝒙

√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐
                 𝒄𝒐𝒔 𝒕𝒕   =    

𝒂𝒂
√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐

 

                                       

�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 

𝒕𝒕 = 𝒂𝒂𝒓𝒄𝒕𝒕𝒈 𝒙𝒙
𝒂𝒂
                                                    

                                       
𝒂𝒂 

𝒙𝒙 



∫  חשב את  :4 דוגמה 𝟏
𝒙𝒙𝟐𝟐+𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒅𝒙𝒙 

𝒙𝒙𝟐𝟐מזהה באינטגרנד   + 𝒂𝒂𝟐𝟐  במשולש ישר זווית אשר בו   יתרריבועו של ומבין שזהו 𝒙𝒙 ו- 𝒂𝒂  ניצביםהם . 

 .𝒙𝒙 הניצב את הזווית שמול 𝒕𝒕 -מסמן ב

 

 

𝒙𝒙 = 𝒂𝒂 𝐭𝐚𝐧 𝒕𝒕       =>         
𝒅𝒙𝒙
𝒅𝒕𝒕 =

𝒂𝒂
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕       =>        𝒅𝒙𝒙 =

𝒂𝒂
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕 

�
𝟏

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 𝒅𝒙𝒙   =  �
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕
𝒂𝒂𝟐𝟐 ∙

𝒂𝒂
𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕𝒅𝒕𝒕   =   

𝟏
𝒂𝒂�𝒅𝒕𝒕   =    

𝟏
𝒂𝒂�𝒅𝒕𝒕    =    

𝟏
𝒂𝒂 𝒕𝒕  =   

𝟏
𝒂𝒂𝒂𝒂𝒓𝒄𝒕𝒕𝒈�

𝒙𝒙
𝒂𝒂�

 

 

 

 

𝒙𝒙𝟐𝟐)∫,  ההופכית דוגמהה + 𝒂𝒂𝟐𝟐)𝒅𝒙𝒙, אינטגרל מיידי של פולינום היא: 

�(𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐)𝒅𝒙𝒙   =    
𝟏
𝟑𝒙𝒙

𝟑 + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝒙𝒙+ 𝑪 

 

𝒙𝒙𝟐𝟐√  -מטריגו בסיסי מבין ש + 𝒂𝒂𝟐𝟐 = 𝒂𝒂
𝐜𝐨𝐬 𝒕𝒕   =>    𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 = 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒕𝒕 

𝒙𝒙 -מבין גם ש, ובכן ? 𝒅𝒙𝒙אבל מה להציב במקום  = 𝒂𝒂 𝐭𝐚𝐧 𝒕𝒕 

�
𝟏

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 𝒅𝒙𝒙   =    
𝟏
𝒂𝒂  𝒂𝒂𝒓𝒄𝒕𝒕𝒈

𝒙𝒙
𝒂𝒂 + 𝑪 

𝒂𝒂 

�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 

𝒕𝒕 = 𝒂𝒂𝒓𝒄𝒕𝒕𝒈 𝒙𝒙
𝒂𝒂
                                                    

                                       
𝒂𝒂 

𝒙𝒙 

𝒕𝒕 

�𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒂𝒂𝟐𝟐 𝒙𝒙 


