
 2012חורף ' מועד א

 .האינטגראליגבול וחקירה תוך שימוש במשפט היסודי של החשבון 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟏חשב את ערך הגבול   .א
𝟏

𝒙𝟓−𝟏 ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝟒𝒙
𝟏 𝒅𝒕 

𝑭(𝒙)והקמירות של    מצא את נקודות הפיתול ואת תחומי הקעירות .ב = ∫ (𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕 − 𝒕)𝒙
𝟐 𝒅𝒕 

∫  לחשב את  :' פיתרון  א 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝟒𝒙
𝟏 𝒅𝒕  דרך עוקפת"כך שעלינו למצוא , מסובך מאודזה ." 

∫  האינטגרל 𝒇(𝒕)
𝒙
𝟏 𝒅𝒕  לפי  גזור אותי"לנו  וצועק משפט היסודיתבנית הל מתאים𝒙  וקבל את𝒇(𝒙) ". 

𝒍𝒊𝒎, מנהשל גבול  שבו אנו נדרשים לחשבזה בהקשר 
𝒙→𝟏

∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝟒𝒙
𝟏 𝒅𝒕
𝒙𝟓−𝟏

 .לופיטלכלל על שימוש ב מרמזת גזירה,  

𝟎�  מניב" כפי שהוא"עלינו רק לוודא שהגבול 
𝟎
∞�  או �

∞
 .אחרת כלל לופיטל אינו רלוונטי, �

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟏, המכנה מתאפס 𝒙𝟓 − 𝟏 = 𝒍𝒊𝒎 ,וגם המונה מתאפס , 𝟎
𝒙→𝟏

∫ 𝒇(𝒕)
𝒙
𝟏 𝒅𝒕 =  .לגבול התחתון ←כי הגבול העליון ,  𝟎

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝟒𝒙
𝟏 𝒅𝒕
𝒙𝟓 − 𝟏

  =    �
𝟎
𝟎�

  =    𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒅
𝒅𝒙 ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒕𝟒𝒙

𝟏 𝒅𝒕
𝒅
𝒅𝒙 (𝒙𝟓 − 𝟏)

  =    𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒙𝟒

𝟓𝒙𝟒   =   
𝒔𝒊𝒏𝟏
𝟓   ≈  𝟎.𝟏𝟔𝟖 

 

 

 .יש לגוזרה פעמיים ,שלה והקמירות תחומי הקעירותאת ו 𝑭(𝒙) של נקודות הפיתול של  X -שיעורי ה כדי למצוא את: ' פיתרון ב

𝑭(𝒙)  :בעזרת המשפט היסודיאת הנגזרת הראשונה קל למצוא 
′  =   𝒅

𝒅𝒙 ∫ 𝒇(𝒕)
𝒙
𝟐 𝒅𝒕 =  𝒇(𝒙) 

  𝑭(𝒙)
′  =   𝒅

𝒅𝒙 ∫ (𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕 − 𝒕)𝒙
𝟐 𝒅𝒕 =   𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝒙 − 𝒙 

 :הנגזרת השנייה נמצא באמצעות גזירה ישירה של הנגזרת הראשונהאת 

 𝑭(𝒙)
′′  =   𝒅

𝒅𝒙
(𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝒙 − 𝒙)     =      𝟐 ∙ 𝒅

𝒅𝒙
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝒙  −   𝒅

𝒅𝒙
𝒙     =      𝟐 ∙ 𝟏

𝒙𝟐+𝟏
− 𝟏 

𝑭(𝒙)  קעורה כאשר 𝑭(𝒙)הפונקציה  
′′ > 𝑭(𝒙)וקמורה כאשר    0

′′ < 0 : 

𝑭(𝒙)
′′ > 𝟎    =>      

𝟐
𝒙𝟐 + 𝟏

− 𝟏 >  𝟎    =>     𝟐 − (𝒙𝟐 + 𝟏)  >  𝟎     =>      𝟐 − 𝒙𝟐 − 𝟏 >  𝟎    => 

=>     −𝒙𝟐 + 𝟏 >  𝟎    =>     𝒙𝟐 − 𝟏 <  𝟎    =>    (𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟏) <  𝟎    =>    

 

 

 

 : הנתון המסוים לחשב את האינטגרלמ אין מנוס, 𝑭(𝒙) של  של נקודות הפיתול  y -ה את שיעורי  חשבכדי ל

𝑭(𝒙)   =    �(𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕 − 𝒕)
𝒙

𝟐

𝒅𝒕       =      �𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕
𝒙

𝟐

𝒅𝒕 −  �𝒕
𝒙

𝟐

𝒅𝒕 

𝟏 < 𝒙 
 קעורה קמורה

x 
 קמורה

−𝟏 < 𝒙 < 𝟏 𝒙 < −𝟏 

 פיתול



�𝒖 ∙ 𝒅𝒗     =     𝒖 ∙ 𝒗 − �𝒗 ∙ 𝒅𝒖 

�𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕 ∙ 𝟐𝒅𝒕  →    �
𝒖 = 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕     =>      𝒅𝒖 =

𝟏
𝒕𝟐 + 𝟏

𝒅𝒕

𝒅𝒗 = 𝟐𝒅𝒕    =>      𝒗 = �𝟐𝒅𝒕 = 𝟐𝒕       
� 

�𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕 ∙ 𝟐𝒅𝒕     =    𝟐𝒕𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕 −  �𝟐𝒕 ∙
𝟏

𝒕𝟐 + 𝟏
𝒅𝒕 

�
𝟐𝒕

𝒕𝟐 + 𝟏
𝒅𝒕     =>      �𝒛 = 𝒕𝟐 + 𝟏      

𝒅𝒛 = 𝟐𝒕𝒅𝒕 
�    =     �

𝟏
𝒛
𝒅𝒛    =    𝒍𝒏|𝒛|    =     𝒍𝒏(𝒕𝟐 + 𝟏) 

�𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕 𝒅𝒕  =    𝟐𝒕𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕 −  𝒍𝒏(𝒕𝟐 + 𝟏) 

𝑭(𝒙)   =   �(𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝒕 − 𝒕)
𝒙

𝟐

𝒅𝒕     =      [𝟐𝒕𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒕 � − 𝒍𝒏(𝒕𝟐 + 𝟏) −  
𝒕𝟐

𝟐
  �
𝒙
𝟐
�       = 

𝑭(𝒙)   =    𝟐𝒙𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒙 − 𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝟏) −  
𝒙𝟐

𝟐
   −   (𝟒𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝟐 − 𝒍𝒏𝟓 − 𝟐) 

 

𝑭(−𝟏)  =  −𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(−𝟏) − 𝒍𝒏𝟐 −
𝟏
𝟐

  −   (𝟒𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝟐 − 𝒍𝒏𝟓 − 𝟐)  =    

=    
𝝅
𝟐
− 𝒍𝒏𝟐 −

𝟏
𝟐
−  𝟒𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝟐 + 𝒍𝒏𝟓 + 𝟐  =    

𝝅 + 𝟑
𝟐

 +  𝒍𝒏
𝟓
𝟐

  −  𝟒𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝟐   ≈   −𝟎.𝟒𝟒 

 

𝑭(𝟏)  =  𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝟏) − 𝒍𝒏𝟐 −
𝟏
𝟐

  −   (𝟒𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝟐 − 𝒍𝒏𝟓 − 𝟐)  =    

=    
𝝅
𝟐
− 𝒍𝒏𝟐 −

𝟏
𝟐
−  𝟒𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝟐 + 𝒍𝒏𝟓 + 𝟐  =    

𝝅 + 𝟑
𝟐

 +  𝒍𝒏
𝟓
𝟐

  −  𝟒𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝟐   ≈   −𝟎.𝟒𝟒 

 

 (𝟎.𝟒𝟒−, ±𝟏):  הפיתול הן אם כך נקודות 

 


